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Resumo
O advento, em 1801, da brilhante obra Disquisitiones Arithmeticae de Carl Fri-
edrich Gauss (1777-1885) proporcionou elementos de extraordina´ria importaˆncia para a
Teoria dos Nu´meros, entre eles o estudo de congrueˆncia, o qual atrai os olhares de diversos
matema´ticos ate´ os dias atuais pela sua aplicac¸a˜o em diversas a´reas, inclusive em temas do
ensino ba´sico, evidenciando a necessidade do seu estudo como ferramenta de aprendiza-
gem alge´brica. Sendo assim, o presente trabalho propo˜e abordar o estudo de congrueˆncia
de forma sistema´tica, visando a sua contextualizac¸a˜o na educac¸a˜o ba´sica, atrave´s de uma
proposta de sequeˆncia dida´tica, e sua aplicac¸a˜o em problemas do cotidiano.
Palavras-chaves: estudo de congrueˆncia; contextualizac¸a˜o na educac¸a˜o ba´sica; sequeˆncia
dida´tica; aplicac¸a˜o em problemas do cotidiano.
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Abstract
The advent in 1801 of the brilliant work Disquisitiones Arithmeticae of Carl Gauss
Friedrich (1777-1885) provided extremely important elements to Number Theory, inclu-
ding the study of congruences, which attracts the eyes of many mathematicians to this
day for its application in various areas, including basic education issues, highlighting the
need of their study as algebraic learning tool. Therefore, this paper proposes to approach
the study of congruence in a systematic way, in order to the context of basic education,
by proposing didactic sequence, and their application to everyday problems.
Keywords: study of congruences; context of basic education; didactic sequence; appli-
cation to everyday problems.
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Introduc¸a˜o
Este trabalho propo˜e o estudo de Congrueˆncias na Educac¸a˜o Ba´sica, mais preci-
samente no Ensino Me´dio, visando possibilitar ao educando a contextualizac¸a˜o de pro-
blemas do cotidiano envolvendo o assunto e facilitar a resoluc¸a˜o de problemas alge´bricos
aparentemente complexos, propiciando ao mesmo ferramentas matema´ticas poderosas na˜o
previstas no curr´ıculo atual e que somente teriam acesso em alguns cursos do ensino su-
perior.
A fim de evitar remeter o leitor em todo momento a outras obras, principalmente
no que diz respeito a` teoria matema´tica utilizada nesta obra, disponho de forma breve,
numa sequeˆncia lo´gica, alguns conceitos fundamentais que alicerc¸am as disposic¸o˜es con-
tidas no objeto principal deste trabalho. Nesta perspectiva, temos os dois primeiros
cap´ıtulos, sendo o cap´ıtulo inicial, denominado Introduc¸a˜o a` teoria dos conjuntos e o se-
gundo cap´ıtulo, chamado de Aritme´tica dos Inteiros, preparando o leitor para os cap´ıtulos
seguintes.
No cap´ıtulo 3, chamado Congrueˆncia e Aritme´tica Modular se expo˜e de forma mi-
nuciosa os conceitos, proposic¸o˜es e teoremas sobre a teoria de congrueˆncia, permitindo a
descoberta de um instrumento matema´tico para a resoluc¸a˜o de problemas do cotidiano,
atrave´s da percepc¸a˜o de sua ligac¸a˜o ı´ntima com a divisibilidade de nu´meros inteiros.
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No quarto cap´ıtulo, com base nas teorias da Dida´tica da Matema´tica, e´ constru´ıda
uma Proposta de Sequeˆncia Dida´tica sobre congrueˆncia na Educac¸a˜o Ba´sica na tentativa
de tornar o conhecimento acess´ıvel aos estudantes, servindo de elemento norteador para
professores que desejem expor tal conhecimento aos seus alunos.
Por fim, no quinto e u´ltimo cap´ıtulo, exponho minhas considerac¸o˜es finais sobre o
processo de construc¸a˜o deste trabalho.
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CAPI´TULO 1
Introduc¸a˜o a` Teoria dos Conjuntos
Tendo em vista o estudo de Congrueˆncia estar intimamente relacionado ao de
conjuntos, principalmente no que diz respeito aos conjuntos nume´ricos, faz-se necessa´rio
uma sistematizac¸a˜o lo´gica e progressiva dos conceitos que sustentam esta teoria, sendo
que a abordagem desta obra se limitara´ a dispor de apenas uma introduc¸a˜o a` teoria dos
conjuntos, no entanto, sem perder de vista o rigor matema´tico que permeia esta a´rea da
matema´tica.
1.1 Noc¸o˜es Iniciais
1.1.1 Conjuntos
Definic¸a˜o 1.1.1 Um conjunto e´ qualquer colec¸a˜o de objetos. Os objetos deste conjunto
sa˜o chamados de elementos ou membros.
Exemplo 1.1.1 Seja X o conjunto em que seus elementos sa˜o as letras do alfabeto grego.
O conjunto X pode ser descrito na linguagem matema´tica por X = {α, β, γ, . . . , ψ, ω}.
4
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Como exemplos de conjuntos nume´ricos amplamente conhecidos, temos o conjunto
dos nu´meros naturais, denotado por N = {1, 2, 3, ...}, e o conjunto dos nu´meros inteiros,
denotado por Z = {0,±1,±2,±3, ...}.
Se A e´ um conjunto e a e´ um elemento de A, escrevemos a ∈ A (a pertence a A),
caso contra´rio, ou seja, a na˜o seja um elemento de A, denotamos a /∈ A (a na˜o pertence
a A).
1.1.2 Subconjuntos
Definic¸a˜o 1.1.2 Dado um conjunto A, B e´ dito ser um subconjunto de A se para todo
b ∈ B, b e´ elemento de A. A notac¸a˜o que utilizamos e´ B ⊂ A (B esta´ contido em A).
Quando B na˜o e´ subconjunto de A, escrevemos B 6⊂ A (B na˜o esta´ contido em A).
Exemplo 1.1.2 Note que N ⊂ Z, no entanto, Z 6⊂ N, pois no conjunto dos nu´meros
naturais na˜o se encontram nu´meros negativos.
Se A ⊂ B e B ⊂ A, todo elemento de A e´ elemento de B, e analogamente todo
elemento de B e´ elemento de A, logicamente A = B. Este e´ o chamado Princ´ıpio da Ex-
tencionalidade.
Saliente-se que {a, b} = {b, a}, e que A 6⊂ {{A} , B}, mesmo que A ∈ {A} e
{A} ⊂ {{A} , B}.
As vezes e´ muito mais simples descrever um conjunto atrave´s de uma (ou mais)
propriedade(s) que o caracteriza do que listar um a um seus elementos. Assim, se P (x) e´
uma propriedade que um certo elemento teˆm, denotamos o conjunto {x|P (x)} (a barra |
pode ser lida como “tal que”) como o conjunto dos elementos x que possuem a proprie-
dade P . Por exemplo, considere a reta do plano cartesiano que passa pela origem e tem
inclinac¸a˜o de 45◦. Podemos descrever este conjunto como A = {(x, y) ∈ R2|y = x}.
Um conjunto na˜o menos importante e´ o conjunto que na˜o possui elementos, mais
conhecido como o conjunto vazio, o qual e´ denotado por ∅. Note que dissemos que ∅ e´ o
conjunto, ou seja, sugerimos que este conjunto seja u´nico. Definindo ∅ = {x ∈ A|x /∈ A}
pode se provar a unicidade deste.
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Seja A um conjunto na˜o vazio, o pro´prio A e o ∅ sa˜o sempre subconjuntos de
A. Chamaremos estes de subconjuntos triviais de A. A seguir trataremos de questo˜es
operacionais envolvendo conjuntos.
1.1.3 Operac¸o˜es com Conjuntos
Definic¸a˜o 1.1.3 A unia˜o de dois conjuntos A e B denotada por A ∪B e´ o conjunto dos
elementos pertencentes a A ou B, em linguagem formal
A ∪B = {x|x ∈ A ou x ∈ B} .
Exemplo 1.1.3 Se A e´ o conjunto dos nu´meros naturais pares, A = 2N = {2n|n ∈ Z} e
B = {2n+ 1|n ∈ Z} e´ o conjunto dos nu´meros naturais ı´mpares, enta˜o A ∪B = N.
Definic¸a˜o 1.1.4 Dados dois conjuntos A e B definimos o conjunto intersec¸a˜o de A com B
como sendo o conjunto contendo todos os elementos que sa˜o comuns a A e B, e denotamos
este por A ∩B. Em linguagem de conjuntos A ∩B = {x|x ∈ A, x ∈ B}.
Exemplo 1.1.4 {0, 2, 6} ∩ {3, 6, 8} = {6}
Definic¸a˜o 1.1.5 Sejam A e B conjuntos, definimos a diferenc¸a A− B como o conjunto
de todos os elementos que pertencem a` A mas na˜o pertencem a` B, ou seja,
A−B = {x|x ∈ A;x /∈ B}.
Exemplo 1.1.5 Seja C um conjunto na˜o vazio e D = ∅, C−D = C−∅ = C, pois todo
elemento pertencente a` C na˜o pertence ao vazio.
Saliente-se que, geralmente, A − B 6= B − A, um exemplo disso, N − Z = ∅,
pore´m, Z− N = Z− ∪ {0}, em que Z− representa o conjunto dos inteiros negativos.
Definic¸a˜o 1.1.6 Sejam A e B conjuntos, com B ⊂ A, o conjunto complementar de B
em relac¸a˜o a A e´ denotado por {BA, em que {BA = A−B.
Exemplo 1.1.6 Dados X = {a, b, c, d, e} e Y = {a, e}, em que Y ⊂ X, temos que
{YX = {b, c, d}.
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1.2 Produto Cartesiano
Tratemos inicialmente da definic¸a˜o de par ordenado. Notemos que, conforme ex-
plicitado anteriormente, {a, b} = {b, a}, isto e´, {a, b} na˜o e´ um par ordenado. Passemos
agora a` definic¸a˜o de par ordenado. A definic¸a˜o abaixo e´ atribu´ıda a` Kuratowski1.
Definic¸a˜o 1.2.1 O par ordenado (a, b) e´ definido como sendo o conjunto {{a} , {a, b}}.
O teorema a seguir, demonstra que, de fato, (a, b) e´ um par ordenado.
Teorema 1.2.1 (a, b) = (x, y) se, e somente se, a = x e b = y.
Demonstrac¸a˜o.
(⇐) Se a = x e b = y, obviamente, (a, b) = (x, y).
(⇒) Assumindo (a, b) = (x, y), temos {{a} , {a, b}} = {{x} , {x, y}}. Deste modo, temos
que {a} ∈ {{x} , {x, y}}. Se {a} = {x}, obrigatoriamente b = y. Pore´m, se {a} = {x, y},
enta˜o, a = x = y = b, demonstrando assim o teorema. o
Desta forma, agora podemos definir o produto cartesiano de maneira formal, con-
forme enunciado abaixo.
Definic¸a˜o 1.2.2 Dados os conjuntos A e B, o produto cartesiano denotado por A × B,
e´ definido por
A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.
Exemplo 1.2.1 O plano R2 = R × R = {(x, y) | x, y ∈ R} e´ um exemplo de produto
cartesiano.
A seguir definiremos os subconjuntos do produto cartesiano, denominados de
relac¸o˜es.
1Kazimierz Kuratowski (1896-1980) foi um matema´tico poloneˆs, membro da Escola de Matema´tica de
Varso´via.
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1.2.1 Relac¸o˜es
Definic¸a˜o 1.2.3 Sejam A e B conjuntos, uma relac¸a˜o entre A e B e´ um subconjunto de
A×B.
Exemplo 1.2.2 Uma reta qualquer no plano e´ uma relac¸a˜o em R2.
Estudaremos em seguida algumas propriedades das relac¸o˜es em A (neste caso sub-
conjuntos do cartesiano A×B).
Definic¸a˜o 1.2.4 Seja A um conjunto na˜o vazio, uma relac¸a˜o de equivaleˆncia em A e´
uma relac¸a˜o S de A em A (S ⊂ A× A) que satisfaz as seguintes condic¸o˜es
1) (a, a) ∈ S, para qualquer a ∈ A. (Reflexividade)
2) Se (a, b) ∈ S, enta˜o (b, a) ∈ S, para quaisquer a, b ∈ A. (Simetria)
3) Se (a, b) ∈ S e (b, c) ∈ S, enta˜o (a, c) ∈ S, para quaisquer a, b, c ∈ A. (Transitivi-
dade)
Podemos afirmar que a relac¸a˜o de equivaleˆncia enunciada acima e´ uma relac¸a˜o
bina´ria em A, visto que associa dois elementos de A. Sendo assim, outra maneira de
definir uma relac¸a˜o de equivaleˆncia e´
Definic¸a˜o 1.2.5 Uma relac¸a˜o bina´ria S em A e´ uma relac¸a˜o de equivaleˆncia se
1) aSa, para quaisquer a ∈ A. (Reflexividade)
2) Se aSb, enta˜o bSa, para quaisquer a, b ∈ A. (Simetria)
3) Se aSb e bSc, enta˜o aSc, para quaisquer a, b, c ∈ A. (Transitividade)
Exemplo 1.2.3 A relac¸a˜o de semelhanc¸a de triaˆngulos determina uma relac¸a˜o de equi-
valeˆncia no conjunto de triaˆngulos no plano. De fato, seja S a relac¸a˜o de semelhanc¸a de
triaˆngulos no plano, sejam t1, t2 e t3 triaˆngulos quaisquer no plano,
i) t1 e´ auto-semelhante, isto e´, t1St1;
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ii) Se t1St2, e´ obvio que t2St1;
iii) Se t1St2 e t2St3, enta˜o t1St3, garantindo a transitividade.
Geralmente, utiliza-se a notac¸a˜o ∼ para representar uma relac¸a˜o de equivaleˆncia,
assim, se a e b esta˜o relacionados, escrevemos que a ∼ b, caso contra´rio, escrevemos que
a 6∼ b.
O conjunto de todos os elementos que esta˜o relacionados com a ∈ A via ∼ e´
chamado de classe de equivaleˆncia de a, mais precisamente:
Definic¸a˜o 1.2.6 Dado A um conjunto e ∼ uma relac¸a˜o de equivaleˆncia em A, enta˜o
definimos a classe de equivaleˆncia de a ∈ A via ∼ por
a¯ = {b ∈ A : b ∼ a}
A proposic¸a˜o abaixo e´ de extrema importaˆncia, pois caracteriza completamente
uma classe de equivaleˆncia.
Proposic¸a˜o 1.2.1 Dado um conjunto A e ∼ uma relac¸a˜o de equivaleˆncia em A, temos
que:
a) a¯ = b¯ se e somente se, a ∼ b.
b) Se a¯ 6= b¯, enta˜o a¯ ∩ b¯ = ∅.
Demonstrac¸a˜o.
a) De acordo com o enunciado, temos
(⇒) Se a¯ = b¯, a ∈ b¯, ou seja, a ∼ b.
(⇐) Se x ∈ a¯, enta˜o x ∼ a e a ∼ b, pela transitividade, x ∼ b, logo x ∈ b¯, e portanto
a¯ ⊂ b¯. Analogamente, provamos que b¯ ⊂ a¯. o
b) Se a¯ ∩ b¯ 6= ∅, ou seja, suponhamos algum elemento x ∈ a¯ ∩ b¯, enta˜o a ∼ x e
x ∼ b, pela transitividade, temos que a ∼ b, e pelo item anterior, a¯ = b¯. Assim,
pela contrapositiva de a¯ ∩ b¯ 6= ∅⇒ a¯ = b¯ , temos que se a¯ 6= b¯, enta˜o a¯ ∩ b¯ = ∅. o
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Observac¸a˜o 1.2.1 Outra forma de descrevermos o item a) desta proposic¸a˜o e´ que uma
classe de equivaleˆncia independe do representante da classe.
Um dos objetivos para estudarmos relac¸o˜es de equivaleˆncia em A e´ que esta faz
uma partic¸a˜o em A. Rigorosamente uma partic¸a˜o P de A e´ um conjunto de subconjuntos
na˜o vazios e disjuntos de A, tais que
⋃
B∈P
B = A.
Definic¸a˜o 1.2.7 Uma partic¸a˜o P de A e´ um conjunto tal que
P1) Dois conjuntos distintos em P na˜o tem elementos em comum;
P2) Cada elemento de A esta´ em algum elemento de P .
Tendo em mente a proposic¸a˜o anterior podemos estabelecer que uma relac¸a˜o de
equivaleˆncia ∼ dada em um conjunto A determina uma partic¸a˜o do conjunto A. Se
defirmos o conjunto de todas as classes de equivaleˆncia como a seguir, teremos uma
partic¸a˜o do conjunto A via a relac¸a˜o de equivaleˆncia ∼.
Definic¸a˜o 1.2.8 Dado um conjunto A e uma relac¸a˜o de equivaleˆncia ∼, o conjunto de
todas as classes de equivaleˆncia via ∼ sobre A, denotada por A∼ e´ o conjunto
A
∼ = {a¯|a ∈ A}.
Apoiados pela proposic¸a˜o 1.2.1, temos que
A
∼ e´ uma partic¸a˜o de A. De fato, se
c ∈ a¯∩ b¯, utilizando a parte b) da proposic¸a˜o citada pode-se provar que a ∼ b, e pela parte
a), a¯ = b¯. No caso, o conjunto
A
∼ e´ chamado de conjunto quociente de A pela relac¸a˜o de
equivaleˆncia ∼.
Exemplo 1.2.4 Considere a relac¸a˜o ∼ em Z × Z, dada por a ∼ b se e somente se, a e
b possuem o mesmo resto na divisa˜o por 3. Observemos que 0¯ = {0,±3,±6,±9, . . .}, 1¯ =
{. . . ,−8,−5,−2, 1, 4, 7, . . .}, 2¯ = {. . . ,−7,−4,−1, 2, 5, 8, . . .}, assim, 0¯ ∩ 1¯ = ∅, 0¯ ∩ 2¯ = ∅
e 1¯∩ 2¯ = ∅, como 0 ∼ 3k, 1 ∼ 3k+ 1, 2 ∼ 3k+ 2 para qualquer k ∈ Z, assim 0¯∪ 1¯∪ 2¯ = Z.
No exemplo anterior note que, se a, b ∈ x¯, x ∈ {0, 1, 2}, enta˜o 3|a− b. Trataremos
esta relac¸a˜o de equivaleˆncia mais a fundo no Cap´ıtulo 3. A ide´ia de classe de equivaleˆncia
tem o objetivo de particionar conjuntos, podemos utilizar inclusive conjuntos de cardina-
lidade infinita, como o apresentado acima.
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1.2.2 Func¸o˜es
Neste sec¸a˜o estudaremos uma relac¸a˜o espec´ıfica em A×B, onde A e B sa˜o conjuntos
na˜o-vazios.
Dados A e B conjuntos na˜o-vazios, estudemos um subconjunto das relac¸o˜es em
A×B, denominado de func¸o˜es.
Definic¸a˜o 1.2.9 Dados conjuntos A e B na˜o-vazios, uma func¸a˜o f e´ uma relac¸a˜o entre
A e B tal que para todo a ∈ A, existe apenas um u´nico b ∈ B tal que o par (x, y) ∈ f .
Geralmente, utiliza-se a notac¸a˜o f : A → B (leˆ-se: func¸a˜o f de A em B), em que o
conjunto A e´ chamado de domı´nio (partida) e B de contradomı´nio (chegada) da func¸a˜o f .
Ale´m disso, denota-se y = f (x), quando y ∈ B e (x, y) ∈ f , sendo assim, o conjunto de
todos os elementos f (x), onde x ∈ A, representa o conjunto imagem de f, cuja notac¸a˜o e´
dada por Im (f). Assim, Im (f) = {y|f (x) = y, x ∈ A}.
Observac¸a˜o 1.2.2 Seja f uma relac¸a˜o, em que f : A→ B, para que f seja uma func¸a˜o,
e´ suficiente mostrarmos que
∀a1, a2 ∈ A, a1 = a2 ⇒ f (a1) = f (a2) .
Exemplo 1.2.5 Seja A = {1, 2, 3} e B = {3, 6, 9}, ale´m disso, f = {(1, 3) , (2, 6) , (3, 9)}.
Note que f e´ uma func¸a˜o que associa os elementos de A em B, sendo que neste caso
Im (f) = B, ou seja, a imagem igual ao contradomı´nio.
Uma func¸a˜o, geralmente, e´ definida atrave´s de uma regra alge´brica, exemplificando
temos: f : Z→ Z, em que f (x) = 3x+ 2 e´ uma func¸a˜o de Z em Z.
Definic¸a˜o 1.2.10 Uma func¸a˜o f : A → B e´ dita ser injetora se para quaisquer dois
elementos distintos de A, suas imagens sa˜o distintas. Sendo assim, a func¸a˜o f e´ injetora
se a1 6= a2 , enta˜o f (a1) 6= f (a2) para quaisquer a1 e a2 elementos de A.
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Observac¸a˜o 1.2.3 Seja f uma func¸a˜o, f : A → B. Para que a mesma seja injetora
basta verificar a seguinte condic¸a˜o, que e´ a contrapositiva da implicac¸a˜o acima (Definic¸a˜o
1.2.10)
∀a1, a2 ∈ A, f (a1) = f (a2)⇒ a1 = a2.
Exemplo 1.2.6 Seja f1 : N → N em que f (x) = x2 e´ uma func¸a˜o injetora, pois a
cada elemento do domı´nio esta´ associado a um u´nico elemento distinto de B. No entanto,
f2 : Z → N em que f (x) = x2 na˜o e´ uma func¸a˜o injetora, pois −1, 1 ∈ Z e 1 ∈ N,
e f (−1) = (−1)2 = 1 = 12 = f (1), ou seja, dois elementos do domı´nio possuem a
mesma imagem, em linguagem lo´gico-matema´tica f (−1) = f (1)⇒ -1 6= 1, contrariando
o disposto na observac¸a˜o 1.2.3.
Notemos com o exemplo anterior a importaˆncia do domı´nio e contradomı´nio es-
tarem bem definidos, ja´ que modificando os mesmos podemos obter uma func¸a˜o diferente
ou ate´ mesmo apenas uma relac¸a˜o, por exemplo: f3 : N → 2N em que f (x) = x2 na˜o e´
uma func¸a˜o, apenas uma relac¸a˜o, pois 3 ∈ N e f (3) = 32 = 9 /∈ 2N, ou seja, existe um
elemento do domı´nio que na˜o esta´ associado a nenhum elemento do contradomı´nio, o que
contraria a definic¸a˜o de func¸a˜o (Definic¸a˜o 1.2.9).
Definic¸a˜o 1.2.11 Uma func¸a˜o f : A → B tal que B = Im (f) e´ dita ser uma func¸a˜o
sobrejetora.
Exemplo 1.2.7 Seja a func¸a˜o f : R→ R+ ∪{0} tal que f (x) = |x− 3|, a mesma possui
como imagem o conjunto dos nu´meros reais na˜o negativos, sendo, portanto, sobrejetora.
Observac¸a˜o 1.2.4 Para que uma func¸a˜o f : A → B seja sobrejetora verifiquemos se
para qualquer b ∈ B, existir um elemento a ∈ A tal que b = f (a), isto e´, para cada b ∈ B,
existe pelo menos um par (a, b) ∈ f, geralmente utiliza-se o Princ´ıpio da Extencionalidade
comentado anteriormente, mostrando que B ⊂ Im (f) e Im (f) ⊂ B.
Se f e´ uma func¸a˜o injetora e sobrejetora, dizemos que f e´ bijetora, exemplo disso,
temos a func¸a˜o f : R→ R tal que f (x) = x3.
Abordamos a seguir a definic¸a˜o de imagem inversa.
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Definic¸a˜o 1.2.12 Seja f : A→ B uma func¸a˜o, se b ∈ B, a imagem inversa de via f e´ o
conjunto f−1 ({b}) = {a ∈ A| f (a) = b}.
Exemplo 1.2.8 Seja f : A → B uma func¸a˜o tal que f (x) = x4 + 1, sabendo que A =
{2, 3, 4} e B = {17, 82, 142, 257}, temos que f−1 ({82}) = {3} e f−1 ({142}) = ∅.
Proposic¸a˜o 1.2.2 Se f : A → B e g : Im (f)→ C sa˜o func¸o˜es, enta˜o a composic¸a˜o de
func¸o˜es dada por g (f (a)) para cada a ∈ A e´ tambe´m uma func¸a˜o em A × C, denotada
por g ◦ f : A→ C.
Demonstrac¸a˜o. Notemos inicialmente que g ◦ f e´ uma relac¸a˜o em A × C. Como f e g
sa˜o func¸o˜es, para todo a ∈ A existe um u´nico b ∈ B, tal que o par ordenado (a, b) ∈ f ,
assim como g : Im (f)→ C, em que b = f (a), para todo f (a) ∈ Im (f) existe um u´nico
c ∈ C tal que (f (a) , c) ∈ g. Portanto, c = g ◦ f (a) e a relac¸a˜o g ◦ f e´ uma func¸a˜o. o
Exemplo 1.2.9 Dadas f e g func¸o˜es, f : R→ R tal que f (x) = x−2 e g : R→ R tal que
f (x) = 3x2− 4, a func¸a˜o g ◦ f e´ dada por g ◦ f : R→ R tal que g ◦ f (x) = 3x2− 12x+ 8.
A seguir, trataremos das operac¸o˜es bina´rias.
Definic¸a˜o 1.2.13 Uma operac¸a˜o bina´ria em um conjunto A e´ uma func¸a˜o de domı´nio e
contradomı´nio A.
Seja  uma operac¸a˜o em A, denotamos a imagem do par (a, b), em que (a, b) ∈ A,
por
 : A× A→ A
(a, b) 7−→ a  b
Como exemplos de operac¸o˜es bina´rias, muito bem conhecidas, temos a soma e
produto de nu´meros inteiros, com efeito sejam tais operac¸o˜es dadas por:
+ : Z× Z → Z
(a, b) 7−→ a+ b
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· : Z× Z→ Z
(a, b) 7−→ a · b
Na sequeˆncia abordaremos outros exemplos que mostram a importaˆncia do estudo
de operac¸o˜es bina´rias.
Exemplo 1.2.10 Se M e´ o conjunto das matrizes de ordem 2 × 2, a soma de matrizes
e´ um exemplo de operac¸a˜o bina´ria. Seja a func¸a˜o m : M → M , considere assim A e B
matrizes de ordem 2 × 2 tal que A = [aij] e B = [bij], 1 ≤ i, j ≤ 2, a soma das matrizes
A e B definida como A+B = [aij + bij] e´ uma operac¸a˜o bina´ria em M .
Exemplo 1.2.11 A func¸a˜o ⊗ : Z× Z→ Z dada por
⊗ (m,n) = m⊗ n = mn+m5e´ uma operac¸a˜o bina´ria em Z.
No cap´ıtulo 3 utilizaremos operac¸o˜es bina´rias distintas das acima, e que dizem
respeito sobre o estudo de congrueˆncia, foco deste trabalho.
CAPI´TULO 2
Aritme´tica dos Inteiros
Os conjuntos dos nu´meros naturais e inteiros, denotados por N e Z, respectiva-
mente, em que N = {1, 2, 3, ...} e Z = {0,±1,±2,±3, ...} servira˜o de base para nosso
estudo a partir deste cap´ıtulo, enfatizando que na˜o teceremos maiores considerac¸o˜es no
que diz respeito a construc¸a˜o destes conjuntos, tendo em vista transcender aos objetivos
deste trabalho.
Inicialmente, enunciaremos propriedades dos inteiros em suas operac¸o˜es ba´sicas,
e na sequeˆncia, trataremos de algumas te´cnicas fundamentais para demonstrac¸o˜es de
proposic¸o˜es matema´ticas, conhecidas como o princ´ıpio da induc¸a˜o finita, em suas duas
verso˜es.
Abordaremos a seguir propriedades aritme´ticas de Z
Propriedades de (Z,+, .)
Em Z consideremos as duas operac¸o˜es bina´rias: a soma + e o produto ·, assim, para todos
os nu´meros inteiros a, b e c, valem
1) a+ b = b+ a (comutatividade da soma)
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2) (a+ b) + c = a+ (b+ c) (associatividade da soma);
3) Dado a ∈ Z, existe 0 ∈ Z tal que a+0 = a. (existeˆncia do elemento neutro aditivo);
4) Dado a ∈ Z, existe −a ∈ Z tal que a + (−a) = 0. (existeˆncia do elemento inverso
aditivo);
5) a · (b+ c) = a · b+ a · c (distributividade);
6) (a · b) · c = a · (b · c) (associatividade do produto);
7) a · b = b · a (comutatividade do produto);
8) Dado a ∈ Z, existe 1 ∈ Z tal que a · 1 = a (existeˆncia do elemento 1);
9) a · b = 0 ⇔ a = 0 ou b = 0 (inexisteˆncia de divisores de zero em Z).
Postulado 2.0.1 O Princ´ıpio da Boa Ordem (P.B.O.). Um conjunto na˜o vazio de
nu´meros naturais (inteiros positivos) tem um menor elemento.
O exemplo a seguir demonstra a importaˆncia do P.B.O. nos mais diversos proble-
mas envolvendo inteiros positivos.
Exemplo 2.0.12 Mostre que o conjunto A, em que A = {n ∈ Z| 0 < n < 1} e´ vazio.
Demonstrac¸a˜o. Suponha que A seja um conjunto na˜o-vazio. Como A ⊂ Z+, pelo P.B.O.
o conjunto A possui um menor elemento a, onde 0 < a < 1. Multiplicando membro a
membro da desigualdade por a temos que 0 < a2 < a < 1, assim, temos que a2 ∈ A e e´
menor que a, contradizendo a hipo´tese inicial. o
Assumindo o P.B.O. como postulado podemos demonstrar o Princ´ıpio de Induc¸a˜o
Finita, em suas duas formas, como veremos na sequeˆncia.
Teorema 2.0.2 O Princ´ıpio de Induc¸a˜o Finita em sua 1a Forma (P.I.F.- 1a Forma)
Seja A um conjunto de nu´meros naturais, tal que
i) 1 ∈ A;
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ii) Se n ∈ A, enta˜o n+ 1 ∈ A;
Enta˜o A = N.
Demonstrac¸a˜o. Seja A um subconjunto de N em que valem i) e ii). Suponhamos por
contradic¸a˜o que A na˜o conte´m todos os inteiros positivos. Seja B ⊂ N um conjunto na˜o
vazio em que todo elemento de B na˜o e´ elemento de A. Pelo P.B.O existe b ∈ B, menor
elemento de B. Como vale i), b > 1, e assim b− 1 ∈ A, e como vale ii) b− 1 + 1 = b ∈ A,
o que caracteriza a contradic¸a˜o. o
Teorema 2.0.3 O Princ´ıpio de Induc¸a˜o Finita em sua 2a Forma (P.I.F.- 2a Forma)
Seja A um conjunto de nu´meros naturais, tal que
i) 1 ∈ A;
ii) Se 2, 3, . . . , n ∈ A, enta˜o n+ 1 ∈ A;
Enta˜o A = N.
Demonstrac¸a˜o. Seja A um conjunto em que valem as condic¸o˜es i) e ii) do P.I.F. - 2a
Forma. Suponhamos, por absurdo, que apesar de valer estas condic¸o˜es exista um conjunto
B, B ⊂ N, tal que B − A e´ um conjunto na˜o-vazio de nu´meros naturais. Assim, pelo
P.B.O. B teria um menor elemento b, e de i), sabemos que 1 /∈ B, segue que existe k
natural, tal que b = 1 + k > 1. Logo, 1, 2, . . . , b− 1 /∈ B, ou seja, 1, 2, . . . , b− 1 ∈ A. Mas,
por ii), temos que b = (b− 1) + 1 ∈ A, um absurdo. o
2.1 Divisibilidade
Definic¸a˜o 2.1.1 Se a e b sa˜o inteiros e b 6= 0, dizemos que a divide b se existir um
inteiro c tal que b = ac, cuja notac¸a˜o e´ a|b.
Observac¸a˜o 2.1.1 Quando a na˜o divide b, escrevemos que a - b.
Exemplo 2.1.1 6|42, pois 42 = 6 · 7; 11|165, pois 165 = 11 · 15; no entanto, 7 - 11, pois
na˜o existe x ∈ Z tal que 11 = 7x.
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Observac¸a˜o 2.1.2 Nesta obra na˜o consideraremos a entidade 0|0.
Vamos citar algumas propriedades da divisibilidade em Z.
Proposic¸a˜o 2.1.1 Se o inteiro a divide todos os nu´meros inteiros pertencentes a` lista
c1, c2, . . . , cn, enta˜o a divide qualquer combinac¸a˜o do tipo
n∑
i=1
mici, onde mi ∈ Z para
todo 1 ≤ i ≤ n.
Demonstrac¸a˜o. Utilizando o P.I.F - 1a Forma, temos que se a|c, enta˜o a|mc para todo
m ∈ Z, logo para o caso n = 1 a proposic¸a˜o e´ va´lida. Assumiremos a afirmac¸a˜o va´lida
para n e provaremos a veracidade desta para n+ 1.
Assim, se a|c1, c2, . . . , cn, cn+1, por hipo´tese de induc¸a˜o a|
n∑
i=1
mici para quaisquer
mi ∈ Z, onde 1 ≤ i ≤ n, enta˜o existe l ∈ Z tal que
n∑
i=1
mici = la. Como a|cn+1, existe
b ∈ Z satisfazendo cn+1 = ab.
Se mn+1 ∈ Z, a soma
n+1∑
i=1
mici =
n∑
i=1
mici +mn+1 · cn+1 = la + mn+1 · ab =
a (l +mn+1b) e por conseguinte a|
n+1∑
i=1
mici, como quer´ıamos demonstrar. o
Proposic¸a˜o 2.1.2 Se a, b, c ∈ Z, enta˜o:
1) a|a;
2) Se a|b enta˜o ac|bc;
3) Se ab|ac enta˜o b|c;
4) Se a|b e b 6= 0, enta˜o |a| ≤ |b|;
5) Se a|b e b|a, enta˜o |a| = |b|;
6) Se a|b enta˜o b
a
|b;
7) Se a|b e b|c, enta˜o a|c;
Tendo em vista as demonstrac¸o˜es serem triviais, omitimos as mesmas neste ma-
terial, para consulta´-las ver [5] e [9].
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Proposic¸a˜o 2.1.3 Se a, b ∈ Z, n ∈ N, e b 6= a, enta˜o a− b|an − bn.
Demonstrac¸a˜o. Basta observar que (a− b) (an−1 + an−2b+ . . .+ abn−2 + bn−1) = an −
bn. o
Proposic¸a˜o 2.1.4 Se a, b ∈ Z, n ∈ N, e b 6= −a, enta˜o a+ b|a2n − b2n.
Demonstrac¸a˜o. Observemos que (a+ b) (a2n−1 − a2n−2b+ . . .+ ab2n−2 − b2n−1) = a2n−
b2n. o
Proposic¸a˜o 2.1.5 Se a, b ∈ Z, n ∈ N, e b 6= −a, enta˜o a+ b|a2n+1 − b2n+1.
Demonstrac¸a˜o. Note que (a+ b) (a2n − a2n−1b+ . . .− ab2n−1 + b2n) = a2n+1−b2n+1. o
Teorema 2.1.1 (O algoritmo da divisa˜o euclidiana em Z). Sejam a e b inteiros,
com b 6= 0, existem u´nicos inteiros q (quociente) e r (resto), onde
a = bq + r e 0 ≤ r < |b|.
Demonstrac¸a˜o. Se b|a, tomemos r = 0, tornando va´lido o teorema. Suponhamos que
b - a e b < a, e considere o conjunto A = {a− nb > 0|n ∈ Z}. Como A e´ na˜o vazio (pelo
menos a−b ∈ A), pelo P.B.O. o conjunto A tem um menor elemento r = a−qb. Provemos
que r < |b|. Sendo assim, suponha que r = a− qb > |b|, assim, se b > 0, a− (q + 1) b > 0,
logo a− (q + 1) b ∈ A, pore´m a− (q + 1) b < r, absurdo. De maneira ana´loga, para b < 0,
chegaremos em um absurdo.
Para o caso b > a, tome q = 0 e r = a, verificando a validade do enunciado acima.
Resta-nos provar a unicidade de q e r. Suponha que existam inteiros q1, q2, r1, r2
satisfazendo a = bq1 + r1 e a = bq2 + r2 com 0 ≤ r1 < |b| e 0 ≤ r2 < |b|. Igualando
as equac¸o˜es, temos: bq1 + r1 = bq2 + r2, colocando b em evidencia teˆm-se b (q1 − q2) =
r2 − r1. Sendo assim, b|r2 − r1, e pela proposic¸a˜o 2.1.2, item ¯, |b| ≤ |r2 − r1|, mas como
r1 < r2 < |b|, temos que |r2 − r1| < |b|, e isto so´ e´ poss´ıvel se r2− r1 = 0, ou seja, r1 = r2.
Substituindo o resto na equac¸a˜o b (q1 − q2) = r2− r1, temos que b (q1 − q2) = 0, e como Z
na˜o possui divisores de zero (Propriedade 9), e por hipo´tese b 6= 0, temos que q2− q1 = 0,
o que implica q1 = q2. o
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Exemplo 2.1.2 Na divisa˜o de 732 por 35, encontramos q = 20 e r = 32.
Posteriormente, abordaremos o conceito de Ma´ximo Divisor Comum de um con-
junto de inteiros.
2.2 Ma´ximo Divisor Comum
Definic¸a˜o 2.2.1 Sejam a, b ∈ Z, o ma´ximo divisor comum de “a” e “b” e´ o maior inteiro
positivo “d” que divide “a” e “b”, cuja notac¸a˜o e´ d = m.d.c. {a, b}.
Exemplo 2.2.1 d1 = m.d.c. {4, 17} = 1; d2 = m.d.c. {10, 25} = 5.
Mais adiante conheceremos uma ferramenta poderosa no ca´lculo de m.d.c.′s, capaz
de facilitar o ca´lculo de m.d.c. de nu´meros de alta magnitude como
m.d.c {(1438 + 1437 + . . .+ 14 + 1) , 13}, que e´ 13.
Podemos definir de forma recursiva o m.d.c. de uma lista de nu´meros inteiros.
Definic¸a˜o 2.2.2 Se a1, a2, . . . , an ∈ Z, o m.d.c. {a1, a2, . . . , an} e´ o maior inteiro positivo
d que divide todo aj para 1 ≤ j ≤ n.
Teorema 2.2.1 Se d = m.d.c. {a, b} existem inteiros m0 e n0 tais que d = m0a + n0b,
isto e´, d pode ser escrito como uma combinac¸a˜o envolvendo a e b.
Demonstrac¸a˜o. Considere o conjunto de inteiros positivos A = {ma+ nb| m,n ∈ Z}.
Observe que A possui infinitos elementos positivos, e por conseguinte pelo P.B.O. o con-
junto A possui um menor elemento. Suponhamos c = m0a + n0b o menor elemento.
Provemos que c e´ um divisor comum de a e b e que de fato c = d, isto e´, d e´ o menor
inteiro positivo pertencente a` A.
Se c - a pelo algoritmo da divisa˜o existem inteiros q e r, onde a = cq+r e 0 < r < c.
Assim, r = a− cq = (1− qm0) a+ (−qn0) b ∈ A, e r < c, contrariando a minimalidade de
c, absurdo. De forma ana´loga pode-se provar que c|b.
Agora demonstremos que d = c. Como d = m.d.c. {a, b}, existem inteiros k e l
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satisfazendo a = dk e b = dl, e como c = m0a+ n0b, temos c = d (m0k + n0l), logo d|c, o
que implica que d ≤ c. Se d = m.d.c. {a, b}, na˜o e´ verdade que d < c, restando apenas a
possibilidade em que d = c. o
Observac¸a˜o 2.2.1 Com efeito, se d = m.d.c. {a1, a2, . . . , an}, por induc¸a˜o se demonstra
que existem k1, k2, . . . , kn ∈ Z tais que d = k1a1 + a2k2 + . . . + knan. Adiante, quando
exposto o conceito de ideais em Z, veremos uma maneira mais simples e elegante de
demonstrar tal fato.
Observac¸a˜o 2.2.2 Se d = m.d.c. {a, b}, enta˜o todo c que e´ divisor comum de a e b e´
divisor de d.
Proposic¸a˜o 2.2.1 Se c ∈ N, enta˜o m.d.c. {ca, cb} = c ·m.d.c. {a, b}.
Demonstrac¸a˜o. Pelo teorema 2.2.1, temos que d = m.d.c. {a, b} e´ o menor inteiro
positivo em A = {ma+ nb|m,n ∈ N}. Desde que c > 0, dc e´ o menor inteiro positivo de
B = {m (ca) + n (cb) |m,n ∈ N}. Portanto, cd = c ·m.d.c. {a, b} = m.d.c. {ca, cb}. o
Corola´rio 2.2.1 Se c|a e c|b, enta˜o m.d.c.
{
a
c
,
b
c
}
=
m.d.c. {a, b}
c
.
Demonstrac¸a˜o. Tendo em vista a e b serem divis´ıveis por c, temos que
a
c
e
b
c
sa˜o
inteiros, e pela proposic¸a˜o anterior temos que
m.d.c.
{
a
c
,
b
c
}
=
1
c
·m.d.c. {a, b} = m.d.c. {a, b}
c
. o
Corola´rio 2.2.2 Se d = m.d.c. {a, b}, m.d.c.
{
a
d
,
b
d
}
= 1
Demonstrac¸a˜o. Pelo corola´rio anterior e sabendo que d = m.d.c. {a, b}, temos que
m.d.c.
{
a
d
,
b
d
}
=
m.d.c. {a, b}
d
=
d
d
= 1. o
Observac¸a˜o 2.2.3 Quando m.d.c. {a, b} = 1 dizemos que a e b sa˜o primos entre si, ou
ainda, coprimos.
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Proposic¸a˜o 2.2.2 Se a e b sa˜o coprimos e a|bc enta˜o a|c.
Demonstrac¸a˜o. Sendo a e b coprimos, temos que m.d.c. {a, b} = 1, ou seja, a - b, e como
a|bc, logo a|c. o
Exemplo 2.2.2 Note que 6|252 = 36 · 7, mas 6 - 7, logo 6|36.
Demonstremos abaixo o lema de Euclides. Este lema faz-se interessante pelo uso
te´cnico em se determinar m.d.c.’s de nu´meros muito grandes.
Lema 2.2.1 (O Lema de Euclides) Se a, b, n ∈ Z, enta˜o
m.d.c. {a, b} = m.d.c. {b, a− bn} .
Demonstrac¸a˜o. Seja A o conjunto dos divisores positivos de a e b, e B o conjunto dos
divisores positivos de b e a− bn. Provemos que A = B.
Dado c ∈ A, c|a, b, logo c divide qualquer combinac¸a˜o envolvendo a e b, inclusive
a− bn, logo c ∈ B. Reciprocamente, para todo c ∈ B, c|b, a− bn, logo c|a− bn+ bn = a,
assim, c ∈ A. Logo, A = B, o que implica que o m.d.c. {a, b} = m.d.c. {b, a− bn}. o
Exemplo 2.2.3 Se a, n ∈ N, a > 1, mostre que m.d.c.{an−1
a−1 , a− 1
}
= m.d.c. {a− 1, n}
Demonstrac¸a˜o. Pela proposic¸a˜o 2.1.3, a− 1|an− 1n, como an− 1n = an− 1, temos que
a− 1|an − 1, sabendo que an−1
a−1 = (a
n−1 + an−2 + . . .+ a+ 1), observe que an−1 + an−2 +
. . . + a + 1 = (an−1 − 1) + (an−2 − 1) + . . . + (a− 1) + n, assim a − 1 divide todos as
parcelas da u´ltima equac¸a˜o, exceto n.
Assim, se c|a−1, c|an−1
a−1 e c|n, pelo lema anterior temos que m.d.c.
{
an−1
a−1 , a− 1
}
=
m.d.c. {a− 1, n}. o
O exemplo a seguir e´ um exemplo nume´rico do resultado provado acima.
Exemplo 2.2.4 Encontre o m.d.c {(1438 + 1437 + . . .+ 14 + 1) , 13}.
Soluc¸a˜o. Como (1438 + 1437 + . . .+ 14 + 1) = 14
39−1
14−1 , conforme a demonstrac¸a˜o acima,
vale que:
m.d.c.
{
1439 − 1
14− 1 , 14− 1
}
= m.d.c. {14− 1, 39} = m.d.c. {13, 39} = 13.
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Teorema 2.2.2 (O algoritmo de Euclides) Se r0 = a e r1 = b, onde a ≥ 0 e b > 0,
e se o algoritmo da divisa˜o euclidiana for aplicado de forma sucessiva resultando em
rj = qj+1rj+1 + rj+2, onde 0 ≤ rj+2 < rj+1, para j = 0, 1, . . . , n− 1 e rn e´ o u´ltimo resto
na˜o nulo. Enta˜o, m.d.c. {a, b} = rn.
Demonstrac¸a˜o. Dividindo r0 = a por r1 = b, encontramos q1 e r1 inteiros onde r0 =
q1r1 + r2, com 0 < r2 < r1. Utilizando o algoritmo da divisa˜o para dividir b = r1 por
r2 teˆm-se que r1 = q2r2 + r3, onde 0 < r3 < r2. Utilizando o Lema de Euclides, onde
r2 = r0 − q1r1, temos que m.d.c. {a, b} = m.d.c. {r1, r2}, e pelo mesmo lema na segunda
equac¸a˜o onde r3 = r1−q2r2, temos que m.d.c. {r2, r3} = m.d.c. {r1, r2}. Aplicando o lema
citado mais n− 2 vezes, e notando que rn − 1 = qnrn + 0 (rn+1 = 0),
m.d.c. {a, b} = m.d.c. {r1, r2} = m.d.c. {r2, r3} = . . . = m.d.c. {rn − 1, rn} = rn. o
2.3 Nu´meros Primos
Definic¸a˜o 2.3.1 Um nu´mero natural p > 1 e´ dito ser um nu´mero primo se p|ab implicar
p|a ou p|b, isto e´, toda vez que p divide um produto de nu´meros ab, p divide a ou b.
A definic¸a˜o acima pode parecer diferente daquela que o seu professor do ensino
fundamental lhe ensinou. Pore´m esta definic¸a˜o e´ ana´loga a`quela de tempos atra´s, como
veremos abaixo. Utilizamos a dada definic¸a˜o para que trabalhando com estruturas mais
abstratas possamos reconhecer certas propriedades equivalentes (ou quase) a nu´meros
primos em Z.
Proposic¸a˜o 2.3.1 Um nu´mero inteiro p > 1 e´ primo se os u´nicos divisores de p e´ ±1 e
±p.
Demonstrac¸a˜o. Seja a um divisor de p (p primo), enta˜o existe b ∈ Z tal que p = ab,
assim, p|ab, e pela definic¸a˜o 2.3.1 temos que p|a ou p|b. Se p|a enta˜o a = pd, o que implica
que p = ab = (pd) b, assim db = 1, da´ı, b = ±1 e d = ±1 (nesse caso a = ±p). Portanto,
se p e´ primo enta˜o os u´nicos divisores de p sa˜o ±1 e ±p. o
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Exemplo 2.3.1 O nu´mero 17 e´ primo, pois os u´nicos divisores sa˜o 1 e 17, ao passo que
4 na˜o e´ primo, pois os divisores dele sa˜o 1, 2 e 4.
Observac¸a˜o 2.3.1 O nu´mero 2 e´ o u´nico nu´mero primo par.
Teorema 2.3.1 (Teorema Fundamental da Aritme´tica) Todo inteiro maior do que
1 ou e´ primo ou pode ser representado como um produto de nu´meros primos e esta repre-
sentac¸a˜o e´ u´nica, a menos de ordenac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o. Inicialmente, se n e´ primo nada se tem a demonstrar. Suponha enta˜o
n composto, e considere p1 (p1 > 1) o menor dos divisores positivos de n. De fato, p1 e´
primo, pois se na˜o o fosse existiria um certo p tal que p1 > p > 1 com p|n, contradic¸a˜o.
Portanto, n = p1n1.
Novamente, se n1 e´ primo nada se tem a demonstrar. Se n1 for composto considere
p2 (p2 > 1) como o menor divisor de n1. Assim, analogamente a argumentac¸a˜o exposta,
p2 e´ primo e n = p1p2n2.
Continuando o mesmo procedimento em finita vezes, obtemos uma sequeˆncia de
inteiros positivos n1, n2, . . . , nr, assim, como a sequeˆncia de primos p1, p2, . . . , pk pode na˜o
ser distinta, temos que n = pα11 p
α2
2 · · · pαkk .
Provemos a unicidade da decomposic¸a˜o de n, a menos da ordem. Utilizando
induc¸a˜o em n, temos que para n = 2 a proposic¸a˜o e´ va´lida. Admitamos va´lida para
os inteiros maiores do que 1 e menores que n, enta˜o devemos provar a validade para n. Se
n for primo a unicidade esta´ provada. Supondo n composto, e que tenha duas fatorac¸o˜es,
ou seja, n = p1p2 · · · ps = q1q2 · · · qr. Como p1 divide o produto q1q2 · · · qr ele divide
pelo menos um dos fatores qj. Sem perda de generalidade suponha que p1|q1, portanto,
n
p1
= p2 · · · ps = q2 · · · qr, como 1 < n
p1
< n, assim, por hipo´tese as duas fatorac¸o˜es sa˜o
ideˆnticas, enta˜o s = r, logo as fatorac¸o˜es p1p2 · · · ps e q1q2 · · · qr sa˜o iguais, a menos da
ordenac¸a˜o. o
Observac¸a˜o 2.3.2 Pelo teorema anterior, a fatorac¸a˜o pode ser representada por a ∈ N
em que a = pα11 · pα22 · . . . · pαnn =
n∏
i=1
pαii , onde pi e´ o i-e´simo nu´mero primo.
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Observac¸a˜o 2.3.3 Se a ∈ Z com valor absoluto superior a 1, a e´ representado como
a = lpα11 · pα22 · . . . · pαnn onde l ∈ {−1, 1} e pα11 · pα22 · . . . · pαnn e´ a representac¸a˜o de |a|.
Corola´rio 2.3.1 Se a =
n∏
i=1
pαii = p
α1
1 · pα22 · . . . · pαnn , o conjunto dos divisores positivos
de A e´ o conjunto A =
{
n∏
i=1
pβii |0 ≤ βi ≤ αi, i = 1, 2, . . . , n
}
Observac¸a˜o 2.3.4 A partir do corola´rio acima fica fa´cil de calcular o nu´mero de diviso-
res positivos a > 1. Seja dn este nu´mero, se a =
n∏
i=1
pαii , enta˜o
dn = (α1 + 1) (α2 + 1) . . . (αn + 1).
A seguir mostraremos que a sequeˆncia de nu´meros primos e´ infinita.
Teorema 2.3.2 (Euclides) Existem infinitos nu´meros primos.
Demonstrac¸a˜o. Suponhamos o contra´rio, ou seja, que os nu´meros primos sejam em
quantidade finita. Consideremos p1, p2, . . . , pk todos os primos. Seja S = p1 · p2 · · · pk + 1.
Obviamente, S na˜o e´ divis´ıvel por nenhum dos pj, ale´m disso, S e´ maior do que qualquer
pj. No entanto, pelo Teorema Fundamental da Aritme´tica ou S e´ primo ou e´ composto
(possui fator primo em sua decomposic¸a˜o), o que implica na existeˆncia de um primo
distinto da lista anterior, um absurdo. Logo existem infinitos nu´meros primos. o
Observac¸a˜o 2.3.5 Muitas vezes e´ conveniente representarmos um inteiro “a” utilizando
um produto´rio infinito a =
∞∏
i=1
pαii . Esta representac¸a˜o e´ sempre poss´ıvel em virtude da
infinitude do conjunto de nu´meros primos. Note que se pk na˜o aparece na representac¸a˜o
de a enta˜o αk = 0, ou seja, p
0
k, que e´ igual a 1, elemento neutro da multiplicac¸a˜o.
Corola´rio 2.3.2 Se a =
∞∏
i=1
pαii e b =
∞∏
i=1
pβii , enta˜o o m.d.c. {a, b} =
∞∏
i=1
pγii , onde γi =
min {αi, βi}.
Exemplo 2.3.2 O m.d.c. {25, 35} = m.d.c. {52, 5 · 7} = 70 · 5 = 1 · 5 = 5.
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2.4 Mı´nimo Mu´ltiplo Comum
Definic¸a˜o 2.4.1 O mı´nimo mu´ltiplo comum de dois inteiros a e b e´ o menor inteiro
positivo que e´ divis´ıvel por a e b. A notac¸a˜o utilizada para o mı´nimo mu´ltiplo comum de
a e b e´ m.m.c. {a, b}.
Lema 2.4.1 Se a =
∞∏
i=1
pαii e b =
∞∏
i=1
pβii , enta˜o o m.m.c. {a, b} =
∞∏
i=1
pγii , onde γi =
max {αi, βi}.
Exemplo 2.4.1 O m.m.c. {9, 15} = m.m.c. {32, 5 · 3} = 32 · 5 = 9 · 5 = 45.
Proposic¸a˜o 2.4.1 Se a, b ∈ Z, enta˜o m.d.c. {a, b} ·m.m.c. {a, b} = ab.
Demonstrac¸a˜o. Se representarmos a =
∞∏
i=1
pαii e b =
∞∏
i=1
pβii , enta˜o
ab =
∞∏
i=1
pαii
∞∏
i=1
pβii =
∞∏
i=1
p
min{αi,βi}+max{αi,βi}
i =
∞∏
i=1
p
min{αi,βi}
i
∞∏
i=1
p
max{αi,βi}
i =
m.d.c. {a, b} ·m.m.c. {a, b} . o
Observac¸a˜o 2.4.1 Se m.d.c. {a, b} = 1, enta˜o m.m.c. {a, b} = ab.
2.5 Ideais em Z
Agora apresentaremos uma ide´ia que estara´ presente em estruturas mais abstratas:
ideais em um dado conjunto. No caso estudaremos ideais restritos aos inteiros, sendo de
fato uma fonte concreta (simples) de exemplos a fim de auxiliarmos em estudos mais
avanc¸ados. Veremos que o conceito de ideais em Z esta´ intimamente ligado ao ca´lculo de
m.d.c.’s. Por fim exibiremos o conceito de ideais maximais e mostraremos como se da´ a
ligac¸a˜o deste com nu´meros primos.
Definic¸a˜o 2.5.1 Um conjunto de nu´meros inteiros I e´ um ideal de Z se
i1) 0 ∈ I;
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i2) Se a, b ∈ I, enta˜o a+ b ∈ I;
i3) Se a ∈ I, enta˜o −a ∈ I;
i4) Se a ∈ I e t ∈ Z, enta˜o ta ∈ I.
Exemplo 2.5.1 O conjunto 2Z = {2n|n ∈ Z} e´ um ideal de Z, ja´ que se verifica
i1) 0 = 2 · 0 ∈ 2Z;
i2) Se a, b ∈ 2Z, existem n,m ∈ Z tal que a = 2n e b = 2m, enta˜o
a+ b = 2n+ 2m = 2 (n+m) ∈ 2Z;
i3) Se a ∈ 2Z, existe n ∈ Z, a = 2n, enta˜o −a = −2n = 2 (−n) ∈ 2Z;
i4) Se a ∈ 2Z, existe n ∈ Z, a = 2n e t ∈ Z, enta˜o ta = t(2n) = 2(tn) ∈ 2Z.
Proposic¸a˜o 2.5.1 As condic¸o˜es i1), i2) e i3) podem ser substitu´ıdas por
i5) I 6= ∅;
i6) Se a, b ∈ I, enta˜o a− b ∈ I
Demonstrac¸a˜o. Vamos mostrar que se I ⊆ Z e i5), i6) e i4) sa˜o va´lidas, enta˜o I e´ um
ideal de Z.
De fato, se a condic¸a˜o i5) e´ va´lida, enta˜o existe a ∈ I e por i6) temos que 0 =
a− a ∈ I, satisfazendo a condic¸a˜o i1).
Se a ∈ I,−a = 0− a ∈ I, por i6), deste modo a condic¸a˜o i3) e´ satisfeita.
Se a, b ∈ I, e por i3), −b ∈ I, assim, por i6), temos que a + b = a − (−b) ∈ I,
validando i2). o
Exemplo 2.5.2 Sejam n1, n2, . . . , nk inteiros, o conjunto I = n1Z + n2Z + . . . + nkZ =
{n1r1 + n2r2 + . . .+ nkrk|r1, r2, . . . , rk ∈ Z} e´ um ideal de Z. pois
i5) De fato, o conjunto I e´ na˜o vazio, por exemplo 0 ∈ I.
i6) Se a, b ∈ I existem r1, r2, . . . , rk, l1, l2, . . . , lk ∈ Z, onde a = n1r1 + n2r2 + . . .+ nkrk e
b = n1l1+n2l2+. . .+nklk. Deste modo a−b = n1(r1−l1)+n2(r2−l2)+. . .+nk(rk−lk) ∈ I.
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i4) Por fim, tome t ∈ Z, enta˜o ta = t(n1r1 +n2r2 + . . .+nkrk) = n1(tr1) +n2(tr2) + . . .+
nk(trk) ∈ I. Logo, I = n1Z+ n2Z+ . . .+ nkZ e´ um ideal em Z.
Observac¸a˜o 2.5.1 Se n1, n2, . . . , nk inteiros, o ideal I = n1Z+n2Z+. . .+nkZ e´ conhecido
como o ideal finitamente gerado por n1, n2, n3, . . . , nk, e denotado por [n1, n2, . . . , nk].
Na sequeˆncia demonstraremos a existeˆncia do chamado ideal principal. Este teo-
rema e´ importante pois caracteriza todos os ideais em Z.
Teorema 2.5.1 Todo o ideal I ⊂ Z e´ um ideal principal, ou seja, se I e´ um ideal de Z
existe n ∈ Z tal que I = nZ.
Demonstrac¸a˜o. Se I = {0}, enta˜o I e´ um ideal gerado por 0, ou seja, I = [0].
Suponhamos que I 6= {0}, enta˜o existe 0 6= x ∈ I, por i3,−x ∈ I, logo |x|, pelo
P.B.O. existe n > 0, n ∈ I, o menor elemento positivo de I.
Mostremos que I = nZ (nZ ⊂ I e I ⊂ nZ).
(nZ ⊂ I) Como n ∈ I, por i4) e´ claro que nZ ⊂ I.
(I ⊂ nZ) Seja a ∈ I, “dividindo a por n”, utilizando o algoritmo da divisa˜o, existem
q, r ∈ Z, tais que a = qn+ r, 0 ≤ r < n, da´ı a︸︷︷︸
a∈I
− qn︸︷︷︸
qn∈I
= r ∈ I, 0 ≤ r < n e n > 0.
Pela minimalidade de n, r = 0, assim:
a− qn = 0⇒ a = qn ∈ nZ, logo, I ⊂ nZ.
Por conseguinte, I = nZ. o
Observac¸a˜o 2.5.2 Assim, o ideal n1Z + n2Z + . . . + nkZ e´ um ideal principal, ou seja,
existe n ∈ Z tal que n1Z+ n2Z+ . . .+ nkZ = nZ.
Exemplo 2.5.3 Para I = 4Z+ 6Z = {4n+ 6m|n,m ∈ Z} = {0,±2,±4,±6, . . .} = 2Z.
Teorema 2.5.2 Se n1, n2, . . . , nk, d sa˜o nu´meros inteiros e d e´ tal que dZ = n1Z+n2Z+
. . .+ nkZ = nZ, enta˜o d = m.d.c. {n1, n2, . . . , nk}.
Demonstrac¸a˜o. Inicialmente mostremos que d|n1, n2, . . . , nk. Assim,
niZ ⊂ n1Z + n2Z + . . . + nk = nZ = dZ, i = 1, 2, . . . , k. Logo, ni ∈ dZ, ou seja,
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ni = dli, onde li ∈ Z, assim, d|ni.
Agora mostremos que d e´ o m.d.c. {n1, n2, . . . , nk}. Suponha que d′ seja outro
m.d.c. de n1, n2, . . . , nk. Se d
′|n1, n2, . . . , nk, existem l1, l2, . . . , lk ∈ Z, tais que n1 =
d′l1;n2 = d′l2; . . . ;nk = d′lk. Como d ∈ n1Z+ n2Z+ . . .+ nk = nZ, existem
r1, r2, . . . , rk ∈ Z, onde
d = n1r1+n2r2+. . .+nkrk = (d
′l1) r1+(d′l2) r2+. . .+(d′lk) rk = d′ (l1r1 + l2r2 + . . .+ lkrk),
ou seja, d′|d, logo d e´ o m.d.c. {n1, n2, . . . , nk}. o
Exemplo 2.5.4 8Z+ 16Z+ 64Z+ 256Z = 8Z, ja´ que m.d.c. {8, 16, 64, 256} = 8.
Definic¸a˜o 2.5.2 Um ideal 0 6= M ⊂ Z e´ dito ser maximal em Z se para qualquer ideal
I ⊂ Z, onde M ⊂ I ⊂ Z,M = I ou Z = I, em outras palavras, M e´ um ideal maximal
em Z se na˜o ha´ outro ideal entre M e Z em relac¸a˜o a inclusa˜o de conjuntos.
Exemplo 2.5.5 O ideal 2Z e´ maximal em Z. Considere I ⊂ Z um ideal tal que 2Z ⊂
I ⊂ 2Z, e como em Z todos os ideais sa˜o principais, existe a ∈ Z, onde aZ = I. Observe
que 2 ∈ I, logo existe b ∈ Z tal que 2 = ab. Como 2 e´ primo e divide um produto 2|a
ou 2|b, restando as possibilidades: a = ±2 e b = ±1, que neste caso teˆm-se I = 2Z ou
a = ±1 e b = ±2, resultando em I = Z.
O teorema a seguir relaciona nu´meros primos e ideais principais.
Teorema 2.5.3 Seja p ∈ N, o ideal pZ e´ maximal em Z se , e somente se, p um nu´mero
primo.
Demonstrac¸a˜o.
(⇒) Primeiramente mostremos que p e´ um nu´mero primo, onde, por hipo´tese, pZ e´ um
ideal maximal em Z. Suponha que p e´ composto, ou seja, existem inteiros a, b, onde
1 < a, b < p, e p = ab. Note que p ∈ aZ, e assim pZ ⊂ aZ ⊂ Z, onde aZ 6= Z, pois a > 1,
contradizendo a hipo´tese, logo p e´ primo.
(⇐) Mostremos que pZ e´ um ideal maximal em Z, onde, por hipo´tese, p e´ um nu´mero
primo. Se J ⊂ Z e´ um ideal de Z tal que pZ ⊂ J ⊂ Z, J = nZ, como p ∈ (J = nZ), ou
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seja, existe k ∈ Z, onde p = nk, logo n|p. Como p e´ primo n = 1 ou n = p, isto e´, J = pZ
ou J = Z. o
O teorema acima se faz um crite´rio de primalidade de nu´meros, pore´m na˜o muito
eficaz.
Na demonstrac¸a˜o do exemplo a seguir faz-se uso dos conceitos estudados de ideais
em Z.
Exemplo 2.5.6 Sejam a, b, d ∈ Z, e n ∈ N, em que d = m.d.c. {a, b} = (a, b), mostre
que (an, bn) = ((a, b))n.
Demonstrac¸a˜o. Sejam d = (a, b) e c = (an, bn) , c ∈ Z, vamos mostrar que c = dn.
Inicialmente, como d|a, b e dn|an, bn, isto implica que dn|c.
Agora iremos mostrar que c|dn.
Como dn|an, bn, dn ∈ anZ+ bnZ = cZ, isto implica que existe l ∈ Z, onde dn = cl,
ou seja, c|dn. o
2.6 Equac¸o˜es Diofantinas Lineares
Nesta sec¸a˜o vamos estudar as equac¸o˜es diofantinas lineares, ale´m de um conceito
milenar, uma forma de aplicac¸a˜o de m.d.c. em Z. Utilizaremos aqui o conceito de ideais
em Z exposto anteriormente.
Definic¸a˜o 2.6.1 Uma equac¸a˜o diofantina linear e´ uma equac¸a˜o da forma
ax+ by = c, onde a, b, c ∈ Z.
Exemplo 2.6.1 3x+ 11y = 12, 4x− 6y = 17 sa˜o exemplos de equac¸o˜es diofantinas.
Salientamos que buscamos encontrar soluc¸o˜es inteiras para tais equac¸o˜es. A seguir
veremos a condic¸a˜o para que isto ocorra.
Proposic¸a˜o 2.6.1 A equac¸a˜o diofantina ax+ by = c possui soluc¸a˜o em Z se, e somente
se, d = m.d.c. {a, b} divide c.
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Demonstrac¸a˜o. Sabendo que I = dZ (todo ideal e´ principal, Teorema 2.5.1), onde
d = m.d.c. {a, b} (Teorema 2.5.2), temos que a equac¸a˜o ax + by = c possui soluc¸a˜o
x0, y0 ∈ Z se, e somente se, c = ax0 + by0 ∈ I, onde o I = aZ+ bZ = {am+ bn|m,n ∈ Z}.
Assim, se c ∈ dZ, ou seja, existe e ∈ dZ, onde c = de, de modo que d|c. o
Note que no u´ltimo exemplo exposto m.d.c. {3, 11} = 1|13, sendo assim 3x+11y =
13 tem soluc¸a˜o em Z. No entanto, a equac¸a˜o diofantina 4x − 6y = 17 na˜o dispo˜e de
soluc¸a˜o em Z, ja´ que m.d.c. {4,−6} = 2, e 2 - 17.
Observac¸a˜o 2.6.1 Se d = m.d.c. {a, b} |c a equac¸a˜o ax+by = c e´ equivalente a a′x+b′y =
c′, onde a′ = a
d
, b′ = b
d
, e c′ = c
d
assim m.d.c. {a′, b′} = 1. Isto pode auxiliar na simplicac¸a˜o
dos ca´lculos.
Proposic¸a˜o 2.6.2 Se (x0, y0) e´ uma soluc¸a˜o inteira de ax + by = c, enta˜o x
′ = x0 +
tb e y′ = y0 − ta, t ∈ Z e´ tambe´m soluc¸a˜o de ax+ by = c.
Demonstrac¸a˜o. Basta substituirmos x′ e y′ em ax+by = c para encontrarmos ax′+by′ =
c. o
Note que x e y sa˜o func¸o˜es de Z× Z na varia´vel t.
Exemplo 2.6.2 Encontre todas as soluc¸o˜es inteiras de 6x+ 102y = 90.
Como d = m.d.c. {6, 102} = 6|90, enta˜o 6x + 102y = 90 possui soluc¸a˜o inteira.
Uma soluc¸a˜o e´ x0 = −2 e y0 = 1. Portanto, todas as soluc¸o˜es inteiras de 6x+ 102y = 90
sa˜o do tipo x′ = −2 + 102t, y′ = 1− 6t, para t inteiro.
Exemplo 2.6.3 Em um certo pa´ıs a moeda e´ chamada de MERRECA. Neste pa´ıs ha´
somente duas notas de MERRECA: a de duas MERRECAS e a de treˆs MERRECAS. Se
um cidada˜o deste do pa´ıs em questa˜o quer pagar em dinheiro uma conta de M$ 51, 00,
de que formas isto pode ser feito?
Nosso problema resume-se a encontrar soluc¸o˜es em inteiros na˜o-negativos para a
equac¸a˜o 2x + 3y = 51. Note que d = m.d.c. {2, 3} = 1, esta equac¸a˜o tem soluc¸a˜o em Z.
Como x0 = 0 e y0 = 17 e´ uma soluc¸a˜o particular de 2x + 3y = 51, a soluc¸a˜o geral desta
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e´ dada por x′ = 3t, y′ = 17− 2t. Pore´m, como soluc¸o˜es negativas na˜o fazem sentido para
este problema, as soluc¸o˜es poss´ıveis sa˜o dadas para t ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
CAPI´TULO 3
Congrueˆncia e Aritme´tica Modular
3.1 Introduc¸a˜o
O estudo de congrueˆncia foi introduzido por Carl Friedrich Gauss (1777-1885)
de forma inovadora em sua magn´ıfica obra denominada Disquisitiones Arithmeticae, em
1801.
Tal obra foi ta˜o enriquecedora do ponto de vista da a´rea da Teoria dos Nu´meros,
que muitos estudiosos atribuem o surgimento da Teoria Moderna dos Nu´meros a partir
da publicac¸a˜o deste livro.
Com o intuito de facilitar o tratamento alge´brico de questo˜es envolvendo aritme´tica
dos restos, dispomos do conhecimento dos conceitos, proposic¸o˜es e teoremas relacionados
a` Congrueˆncias, que propiciam ao aluno o entendimento sobre a evoluc¸a˜o da matema´tica
ocorrida naquela e´poca, ale´m de permitir ao estudante da a´rea um instrumento poderoso
de resoluc¸a˜o de inu´meras questo˜es alge´bricas relacionadas a` realidade, sendo que o desco-
nhecimento de tais ferramentas quase necessariamente resultaria em “contas gigantescas”
e “dif´ıceis”.
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Sendo assim, abordaremos a seguir uma relac¸a˜o de equivaleˆncia em Z, a relac¸a˜o
de congrueˆncia mo´dulo m, para m ∈ N,m > 1.
3.2 Congrueˆncia
Definic¸a˜o 3.2.1 Dados a, b e m inteiros, com m > 1, dizemos que “a” e´ congruente a
“b” mo´dulo m e escrevemos a ≡ b mod m, se m|a− b.
Observac¸a˜o 3.2.1 Se m - a − b, enta˜o escrevemos que a 6≡ b mod m (Leˆ-se: “a” e´
incongruente a “b” mo´dulo m).
Exemplo 3.2.1 13 ≡ −3 mod 8, pois 8|13 − (−3) = 16, entretanto, 25 6≡ 10 mod 11,
pois 11 - 25− 10 = 15.
Demonstraremos a seguir que a relac¸a˜o de congrueˆncia mo´dulo m define uma
relac¸a˜o de equivaleˆncia em Z.
Proposic¸a˜o 3.2.1 Seja m ∈ Z, a relac¸a˜o de congrueˆncia mo´dulo m, definida em Z, e´
uma relac¸a˜o de equivaleˆncia em Z.
Demonstrac¸a˜o. Para demonstrarmos que a mesma define uma relac¸a˜o de equivaleˆncia
devemos mostrar as treˆs condic¸o˜es necessa´rias, que a relac¸a˜o e´ reflexiva, sime´trica e tran-
sitiva. Assim, dados a, b, c,m ∈ Z, temos
i) m|0⇒ m| (a− a)⇒ a ≡ a mod m (Reflexividade) ;
ii) a ≡ b mod m⇒ m| (a− b)⇒ m| − (a− b)⇒ m| (b− a)⇒ b ≡ a mod m (Simetria);
iii) a ≡ b mod m e b ≡ c mod m ⇒ m| (a− b) e m| (b− c) ⇒ m| [(a− b) + (b− c)] ⇒
m|a− c⇒ a ≡ c mod m (Transitividade). o
Proposic¸a˜o 3.2.2 Se a, b,m ∈ Z,m > 1, a ≡ b mod m se, e somente se, os restos na
divisa˜o euclidiana de a e b por m sa˜o iguais.
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Demonstrac¸a˜o.
Sejam r1 e r2, os restos de a e b na divisa˜o euclidiana por m, respectivamente,
logo a ≡ r1 mod m e b ≡ r2 mod m, r1 < m e r2 < m assim, m|a − r1 e m|b − r2.
Suponha r1 6= r2, por hipo´tese, a ≡ b mod m, temos que m|a − b. Como m|a − r1 e
m| − (b− r2) implica que m| [(a− b) + (r2 − r1)], ora, m|a− b, enta˜o m|r2 − r1, absurdo,
pois r2 − r1 < m e r2 − r1 6= 0, ja´ que r1 6= r2. Portanto, r1 = r2. o
Proposic¸a˜o 3.2.3 Sejam a, b, c, d,m ∈ Z, com m > 1. Enta˜o
1) Se a ≡ b mod m, enta˜o a+ c ≡ (b+ c) mod m;
2) Se a ≡ b mod m e c ≡ d mod m, enta˜o a+ c ≡ (b+ d) mod m;
3) Se a ≡ b mod m, enta˜o a · c ≡ (b · c) mod m;
4) Se a ≡ b mod m e c ≡ d mod m, enta˜o a · c ≡ (b · d) mod m
5) Se a ≡ b mod m e c > 0, enta˜o ac ≡ bc mod m;
6) Se a+ c ≡ (b+ c) mod m, enta˜o a ≡ b mod m;
7) Se c 6= 0, m.d.c. {c,m} = 1 e a · c ≡ (b · c) mod m, enta˜o a ≡ b mod m
8) Se c 6= 0 e a · c ≡ (b · c) mod m, enta˜o a ≡ b mod
(m
d
)
, em que d = m.d.c {c,m}.
Demonstrac¸a˜o. Procederemos a demonstrac¸a˜o dos itens ı´mpares, sendo assim
1) Como a ≡ b mod m,m| (a− b) = (a+ c− c− b) = [(a+ c)− (b+ c)]. Portanto,
a+ c ≡ (b+ c) mod m. o
3) Tendo em vista a ≡ b mod m,m| (a− b), ou seja, existe t ∈ Z tal que a − b =
tm, multiplicando por c ambos os lados da igualdade, temos que ac − bc = ctm,
resultando que m| (a · c− b · c), assim a · c ≡ (b · c) mod m. o
5) Observando a identidade: ac − bc = (a− b) (ac−1 + ac−2b+ . . .+ abc−2 + bc−1), e
sabendo que como a ≡ b mod m,m| (a− b), temos que m|ac − bc, portanto, ac ≡
bc mod m. o
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7) Como a · c ≡ (b · c) mod m,m| (a · c− b · c) = [(a− b) c], como m.d.c. {c,m} =
1,m - c, assim, m| (a− b). Portanto, a ≡ b mod m. o
Proposic¸a˜o 3.2.4 A equac¸a˜o de congrueˆncia ax ≡ 1 mod m tem soluc¸a˜o em Z, se, e
somente se, m.d.c. {a,m} = 1.
Demonstrac¸a˜o. Note que ax ≡ 1 mod m, assim m|ax−1, portanto, existe y ∈ Z, onde
ax − 1 = my, ou seja, ax −my = 1. Pela proposic¸a˜o 2.6.1, a equac¸a˜o possui soluc¸a˜o se
existir d = m.d.c. {a,m} |1, logo m.d.c. {a,m} = 1. o
Definic¸a˜o 3.2.2 Se x′ for soluc¸a˜o de ax ≡ 1 mod m, x′ e´ chamado de inverso multipli-
cativo de a mo´dulo m.
Exemplo 3.2.2 x′ = 2 e´ inverso multiplicativo de 4 mo´dulo 7, pois facilmente percebe-
mos que todos os elementos no conjunto {2, 9, 16, 23, . . .} ∪ {−5,−12,−19,−26, . . .} sa˜o
inversos multiplicativos de 4 mo´dulo 7.
Observac¸a˜o 3.2.2 Atentemos que para p um nu´mero primo, os nu´meros 1, 2, . . . , p − 1
sa˜o invers´ıveis mo´dulo p.
Enunciaremos a seguir um fato importante para os elementos invers´ıveis mo´dulo
p.
Proposic¸a˜o 3.2.5 Dado p um nu´mero primo, os u´nicos elementos auto-invers´ıveis de
um inteiro positivo mo´dulo p sa˜o apenas os congruentes a 1 e −1 mo´dulo p.
Demonstrac¸a˜o. Seja x este inteiro positivo, enta˜o x2 ≡ 1modp, assim
x2 ≡ 1 mod p⇒ p|x2 − 1 = (x+ 1) (x− 1)⇒ p| (x+ 1) ou p| (x− 1).
Portanto, os u´nicos elementos auto-invers´ıveis mo´dulo p sa˜o apenas os congruentes
a 1 e −1 mo´dulo p. o
Teorema 3.2.1 (Wilson) Se p e´ um nu´mero primo, enta˜o (p− 1)! ≡ −1 mod p.
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Demonstrac¸a˜o. Notemos que (p− 1)! = (p− 1) (p− 2) · · · 2 · 1. Como m.d.c. {a, p} = 1
para 1 ≤ a ≤ p − 1, e temos que cada a neste intervalo e´ invers´ıvel. Como os u´nicos
auto-invers´ıveis sa˜o p − 1 (p − 1 ≡ −1 mod p) e 1, logo b = (p− k) , 1 < k < p − 1,
tem seu inverso na lista (p− 2) (p− 3) . . . 2. Assim, (p− 1)! ≡ (p− 1) · 1 mod p, mas
(p− 1) ≡ −1 mod p. Portanto, (p− 1)! ≡ −1 mod p. o
Provaremos na sequeˆncia a validade da rec´ıproca do teorema de Wilson.
Teorema 3.2.2 Se p ∈ N, em que (p− 1)! ≡ −1 mod p, enta˜o p e´ um nu´mero primo.
Demonstrac¸a˜o. Suponha por absurdo que p na˜o seja primo, ou seja, existem r, s ∈ N,
com p = rs, 1 < r, s < p e (p− 1)! ≡ −1 mod p ⇒ p| (p− 1)! + 1. No entanto, notemos
que (p− 1)! = (rs− 1)!, assim (rs− 1)! = (rs− 1) (rs− 2) · · · (r) · · · 2 ·1, logo r| (p− 1)!.
Como r|p e p| (p− 1)! + 1, temos que r| (p− 1)! + 1. Desta forma, se r| (p− 1)! + 1
e r| (p− 1)!, resulta que r| (p− 1)! + 1− (p− 1)! = 1, ou seja r = 1, o qual e´ absurdo pois
supomos r > 1.
Portanto, p e´ primo. o
Lema 3.2.1 O produto de k nu´meros consecutivos e´ divis´ıvel por k!.
Demonstrac¸a˜o. Considere A o produto de k nu´meros consecutivos, deste modo A =
n · (n− 1) · · · (n− k + 2) · (n− k + 1). Multiplicando e dividindo por (n− k)! temos que
A =
n · (n− 1) · · · (n− k + 2) · (n− k + 1) · (n− k)!
(n− k)! .
Desta forma, A =
n!
(n− k)! . Como
A
k!
=
(
n
k
)
, sendo assim divis´ıvel por k!, o que
demonstra a afirmac¸a˜o acima. o
Lema 3.2.2 Se p e´ um nu´mero primo enta˜o p divide todo nu´mero da forma
(
p
k
)
, onde
0 < k < p.
Demonstrac¸a˜o. Para 1 < k < p, temos que pelo lema anterior k! divide um produto de
k nu´meros consecutivos, assim k!|p ·(p− 1) ·(p− 2) · · · (p− k + 1), e como m.d.c {k!, p} =
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1, logo k!| (p− 1) · (p− 2) · · · (p− k + 1) = (p− 1)!
(p− k)! ⇒
(p− 1)!
(p− k)!k! = l ∈ Z, portanto,(
p
k
)
= pl, ou seja, p|
(
p
k
)
, demonstrando assim o enunciado. o
Teorema 3.2.3 (Pequeno Teorema de Fermat - P.T.F.) Se a, p ∈ N e p e´ um
nu´mero primo, enta˜o ap ≡ a mod p.
Demonstrac¸a˜o. Utilizando induc¸a˜o sobre a, temos
i1) Se a = 1, enta˜o 1
p = 1 ≡ 1 mod p, sendo va´lido o caso base;
i2) Suponha va´lida a proposic¸a˜o a
p ≡ a mod p, enta˜o provemos que
(a+ 1)p ≡ (a+ 1) mod p.
Assim, temos
(a+ 1)p =
p∑
k=0
(
p
k
)
ak = 1 +
(
p
1
)
a+
(
p
2
)
a2 + . . .+
(
p
p− 1
)
ap−1 + ap
Pelo lema anterior, temos que
(
p
k
)
= pl, l ∈ Z, da´ı
(a+ 1)p = ap + pl + 1, como ap ≡ a mod p, por hipo´tese, resulta que
ap + 1 ≡ (a+ 1) mod p.
Portanto, (a+ 1)p ≡ (a+ 1) mod p. o
O resultado a seguir adve´m do teorema acima demonstrado, em muitas ocasio˜es
seu uso facilita a resoluc¸a˜o de problemas envolvendo congrueˆncia.
Corola´rio 3.2.1 Se a, p ∈ N em que p e´ um nu´mero primo e p - a, enta˜o ap−1 ≡ 1 mod p.
Demonstrac¸a˜o. Como ap ≡ a mod p e m.d.c {a, p} = 1, temos que
p|ap − a, enta˜o ap − a = pq, para algum q ∈ Z, assim
a (ap−1 − 1) = pq, com p - a, logo ap−1 ≡ 1 mod p. o
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O exemplo abaixo demonstra o quanto questo˜es aparentemente complexas podem
ser resolvidas com uma certa facilidade utilizando os teoremas expostos, ressaltando assim
a importaˆncia da assimilac¸a˜o de cada conceito para lhe dar com as inu´meras questo˜es
acerca de congrueˆncia.
Exemplo 3.2.3 Mostre que 641|317640 + 640!.
Demonstrac¸a˜o. Como m.d.c {317, 641} = 1, pelo Corola´rio do P.T.F., resulta que
317640 ≡ 1 mod 641.
Por Wilson, se p = 641 (primo), temos que
(641− 1)! ≡ −1 mod 641.
Somando ambas as congrueˆncias:
317640 + 640! ≡ 0 mod 641. o
3.3 Aritme´tica Modular
Considerando a relac¸a˜o de equivaleˆncia mo´dulo m denotamos o conjunto quociente
Z
≡ mod m por Zm.
Vamos agora introduzir duas operac¸o˜es no conjunto quociente
Z
≡ mod m . As
operac¸o˜es sa˜o adic¸a˜o de elementos e o produto de elementos de Zm, que sa˜o herdadas
da soma e produto de nu´meros inteiros. De fato, vamos somar e multiplicar classes de
equivaleˆncia que em Zm sa˜o conjuntos de cardinalidade infinita!
+ : Zm × Zm −→ Zm
(a, b) 7−→ a+ b
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. : Zm × Zm −→ Zm
(a, b) 7−→ a.b
Com efeito para as operac¸a˜o descritas acima utilizamos as mesmas notac¸o˜es de
soma e produto em Z, o que caracteriza um abuso de linguagem matema´tica, visto que de
fato as operac¸o˜es acima sa˜o herdadas das operac¸o˜es usuais de Z, este abuso e´ bem vindo,
por hora. Vamos mostrar como obtemos de fato classes que prove´m de somas e produtos
de elementos em Zm.
A definic¸a˜o a seguir aborda as classes mo´dulo m, para m > 1.
Definic¸a˜o 3.3.1 O conjunto quociente Zm e´ o conjunto
{
0¯, 1¯, . . . ,m− 1}.
Proposic¸a˜o 3.3.1 Se a, b ∈ Zm enta˜o a+ b = a+ b.
Demonstrac¸a˜o.
a+ b = {a′ + b′| a′ ≡ a mod m e b′ ≡ b mod m}
a+ b = {c| c ≡ (a+ b) mod m}
Se d ∈ a+ b⇒ d = a′+ b′, para a′, b′ ∈ Z, onde a′ ≡ a mod m e b′ ≡ b mod m, pela
Proposic¸a˜o 3.2.3, item ­, d = a′ + b′ ≡ (a+ b) mod m⇒ d ∈ a+ b, logo a+ b ⊂ a+ b.
Se d ∈ a+ b⇒ d ≡ (a+ b) mod m. Assim, d = d−a+a+b−b = d−(a+ b)+a+b.
Notemos que d − (a+ b) + a ≡ a mod m, pois m|d − (a+ b) e b ≡ b mod m, assim
d = d− (a+ b) + a︸ ︷︷ ︸
a′
+ b︸︷︷︸
b′
, como a′ ≡ a mod m e b ≡ b mod m temos que d ∈ a + b.
Assim, a+ b ⊂ a+ b. o
Observac¸a˜o 3.3.1 m = 0 em Zm, e tambe´m km = 0, k,m ∈ Z.
Observac¸a˜o 3.3.2 Note que se n ∈ N, na = na, pois
na = a+ a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
n vezes
= a+ a+ . . .+ a = na.
E tambe´m notemos que an = (a)n, pois
an = a · · · a︸ ︷︷ ︸
n vezes
= aa · · · a︸ ︷︷ ︸
n vezes
= (a)n .
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Definic¸a˜o 3.3.2 Se a, b, c ∈ Zm, enta˜o sa˜o va´lidas as seguintes propriedades
1)(Associatividade na soma) (a+ b) + c = a+ (b+ c);
2)(comutatividade na soma) a+ b = b+ a;
3)( existeˆncia do elemento neutro aditivo) a+ 0 = a;
4)(elemento inverso aditivo) Para todo a ∈ Zm, a+ (−a) = 0;
5)(distributividade) a(b+ c) = ab+ ac;
6)(Associatividade no produto) (ab)c = a(bc);
7)(Comutatividade no produto) ab = bc;
8)(Existeˆncia da unidade) a1 = a.
Proposic¸a˜o 3.3.2 Se a ∈ Zm, enta˜o a e´ invers´ıvel em Zm se, e somente se m.d.c {a,m} =
1.
Demonstrac¸a˜o.
(⇒) Se a e´ invers´ıvel em Zm, existe b ∈ Zm, onde a · b = 1, assim ab = 1, o que implica
em ab ≡ 1 mod m, ou seja, existe k ∈ Z, tal que ab − 1 = mk, logo ab − mk = 1. Se
d = m.d.c {a,m}, como d|a,m, enta˜o d|ab−mk = 1, logo d = 1.
(⇐) Se m.d.c {a,m} = 1, temos que existem r, s ∈ Z, onde ar + ms = 1, utilizando a
relac¸a˜o de equivaleˆncia mo´dulo m, 1 = ar +ms = ar +ms = ar pois m = 0, deste modo
r = a−1. o
Exemplo 3.3.1 4 na˜o e´ invers´ıvel em Z8, pois 4 = m.d.c {4, 8}, pore´m 7 e´ invers´ıvel em
Z8, pois m.d.c {7, 8} = 1. No caso,
(
7
)−1
= 7.
Corola´rio 3.3.1 Se p e´ um nu´mero primo, todos os elementos na˜o nulos em Zp sa˜o
invers´ıveis em Zp.
Demonstrac¸a˜o. Como p e´ um nu´mero primo, se a ∈ Z, e´ tal que 1 ≤ a < p, e o
m.d.c {a, p} = 1, logo a ∈ Zp e´ invers´ıvel em Zp. o
Corola´rio 3.3.2 Se p e´ primo Zp na˜o possui divisores de zero.
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Demonstrac¸a˜o. Se a, b ∈ Zp, onde a · b = 0. Se a 6= 0, existe (a)−1 ∈ Zp, logo
(a)−1 · (a) · b = (a) · 0 = 0, logo 1 · b = b = 0. Portanto, Zp, para p primo, na˜o possui
divisores de zero. o
O Matema´tico Pierre de Fermat, em um de seus escritos estabeleceu que todo
nu´mero Fn da forma Fn = 2
2n + 1 e´ primo. Outro grande matema´tico, Leonhard Euler,
refutou, tempos depois, mostrando que 641|F5. Vamos provar que 641 divide F5 utilizando
aritme´tica modular.
Exemplo 3.3.2 641|F5 = 225 + 1 = 232 + 1.
Soluc¸a˜o. Observe que 
641 = 27.5 + 1
641 = 24 + 54
Em Z641, 0¯ = 641 = 27.5 + 1 = 27.5 + 1¯ = 2¯7.5¯ + 1¯ = 0¯. Ale´m disso, temos que
0¯ = 2¯4 + 5¯4 ⇒ 5¯4 = − (2¯4), logo 2¯7.5¯ = −1 ⇒ (2¯7.5¯)4 = (−1)4 = 1¯ ⇒ 2¯28.5¯4 = 1¯,
substituindo 5¯4 = − (2¯4), tem-se que (2¯28)
(
−24
)
= 1¯⇒ (2¯28)
(
2
4
)
= −1⇒
2¯32 = −1⇒⇒ 2¯32 + 1¯ = 232 + 1 = 0¯⇒ 232 + 1 ≡ 0 mod 641.
A seguir demonstraremos um teorema muito importante para resoluc¸a˜o de questo˜es
envolvendo congrueˆncia e aritme´tica modular, cujo nome adve´m do seu autor, denominado
Teorema de Euler. Inicialmente, passaremos a definic¸a˜o da func¸a˜o φ (n).
Definic¸a˜o 3.3.3 Dado n ∈ N, a func¸a˜o φ (n) denota o nu´mero de elementos primos com
n na lista 1, 2, 3, . . . , n− 1.
Observac¸a˜o 3.3.3 Se m e´ primo, enta˜o φ (m) = m− 1, assim aφ(m) = am−1 ≡ 1modm,
pelo Pequeno Teorema de Fermat, se (a,m) = 1.
Teorema 3.3.1 (Euler) Se m e´ um inteiro positivo e a um inteiro em que (a,m) = 1,
enta˜o aφ(m) ≡ 1 mod m.
Demonstrac¸a˜o. Se (a,m) = 1,Zm =
{
0¯, a¯, 2a, . . . , (m− 1) a
}
, pois se l¯ ∈ Zm, temos
que 0 ≤ l < (m− 1) a, e existe j¯ onde ja = l¯ em Zm. Para tanto basta j¯ = (a¯)−1 l¯, pois
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ja =
(
(a¯)−1 l¯
)
a¯ = (a¯)−1 (a¯) l¯ = l¯.
Zm =
{
0¯, a¯, 2a, . . . , (m− 1) a
}
, logo a¯ · 2a · · · (m− 1) a = 1¯, 2, · · · , (m− 1).
Assim, na lista a¯, 2a, . . . , (m− 1) a, ha´ φ (m) elementos primos com m. Sejam
j1a, j2a, . . . , jφ (m) a estes elementos. Desta maneira, temos:(
j1a
) · (j2a) · · ·(jφ (m) a) = j1 · j2 · · · jφ (m)⇔
⇔ a¯φ(m)
(
j1 · j2 · · · jφ (m)
)
= j1 · j2 · · · jφ (m)⇔
⇔ aφ(m) ≡ 1 mod m. o
3.4 Aplicac¸o˜es
3.4.1 Crite´rios de Divisibilidade
Uma aplicac¸a˜o relevante e´ a aplicac¸a˜o de congrueˆncia nas demonstrac¸o˜es de crite´rios
de divisibilidade.
Geralmente o assunto “Crite´rios de divisibilidade” e´ contemplado no 6o ano do
ensino fundamental, sendo abordado de forma meramente decorato´rio, onde se deve lem-
brar as regras em que a divisibilidade por um nu´mero se adequa, na˜o havendo nenhum
aprec¸o ao mı´nimo rigor te´cnico matema´tico que justifique os alunos acreditarem no que
esta´ escrito nos livros dida´ticos e cobrados pelo professor.
Ale´m disso, tal assunto e´ levado adiante e praticamente na˜o e´ mais cobrado nos
conteu´dos programa´ticos das se´ries posteriores, e essa auseˆncia de preocupac¸a˜o leva o
aluno na maioria das vezes a concluir o ensino me´dio e adentrar o ensino superior sem ter
tido o acesso ao “porqueˆ” da validade dos crite´rios de divisibilidade e como suas demons-
trac¸o˜es podem ser relativamente fa´ceis.
Diante disso, o ensino de congrueˆncia e aritme´tica modular no ensino me´dio podem
auxiliar os alunos e professores no preenchimento dessa lacuna deixada pela problema´tica
curricular.
Inicialmente, seja o nu´mero “n” da forma akak−1ak−2 . . . a2a1a0 na base decimal,
com k ∈ N ou seja, n = ak ·10k+ak−1 ·10k−1+ak−2 ·10k−2+ . . .+a2 ·102+a1 ·101+a0 ·100,
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ou seja, n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + ak−2 · 10k−2 + . . . + a2 · 102 + a1 · 10 + a0. Sendo
assim, considerando o nu´mero “n” da forma citada, passemos a`s demonstrac¸o˜es de alguns
crite´rios ba´sicos de divisibilidade:
Divisibilidade por 2
(Linguagem utilizada nos livros dida´ticos)
Um nu´mero e´ divis´ıvel por 2 quando ele e´ par.
(Linguagem utilizando congrueˆncia)
Dado n ∈ N, se 2|n, enta˜o a0 ≡ 0 mod 2.
Demonstrac¸a˜o. Como n = ak ·10k+ak−1 ·10k−1+ak−2 ·10k−2+ . . .+a2 ·102+a1 ·10+a0,
fatorando as poteˆncias de 10 (2 · 5) do lado direito da igualdade temos que:
n = ak · 2k · 5k + ak−1 · 2k−1 · 5k−1 + ak−2 · 2k−2 · 5k−2 + . . .+ a2 · 22 · 52 + a1 · 2 · 5 + a0.
Por hipo´tese, 2|n, e todas as parcelas do lado direito da igualdade ja´ sa˜o divis´ıveis
por 2, exceto a0, enta˜o temos que a proposic¸a˜o se resume a 2|a0, ou seja, a0 ≡ 0 mod 2.
Sendo a0 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} (base decimal), assim, a0 satisfaz a condic¸a˜o acima se
for par, ou seja, 0, 2, 4, 6 ou 8, ou seja, o algarismo da unidade e´ par. o
Exemplo 3.4.1 Atente que os nu´meros 2456 e 1347658 sa˜o divis´ıveis por 2, ja´ que os
algarismos da unidade de ambos os nu´meros sa˜o pares, sendo eles respectivamente, 6 e
8. No entanto, 3257 e 91215 na˜o sa˜o divis´ıveis por 2, tendo em vista os algarismos da
unidade de ambos serem ı´mpares (7 e 5, respectivamente).
Divisibilidade por 3
(Linguagem utilizada nos livros dida´ticos)
Um nu´mero e´ divis´ıvel por 3 se a soma dos seus algarismos e´ divis´ıvel por 3.
(Linguagem utilizando congrueˆncia)
Dado n ∈ N, se 3|n, enta˜o ak + ak−1 + ak−2 + . . .+ a2 + a1 + a0 ≡ 0 mod 3.
Demonstrac¸a˜o. Tendo em vista que 10 ≡ 1 mod 3, pela proposic¸a˜o 3.2.3, 5, temos
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que 10t ≡ 1t mod 3, t ∈ N, ou seja, 10t ≡ 1 mod 3. Como, por hipo´tese, 3|n, temos que
n ≡ 0 mod 3, mas n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + ak−2 · 10k−2 + . . .+ a2 · 102 + a1 · 10 + a0,
assim, temos que
(
ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + ak−2 · 10k−2 + . . .+ a2 · 102 + a1 · 10 + a0
) ≡
0 mod 3.
Sendo 10t ≡ 1 mod 3, e substituindo em cada parcela acompanhada do fator 10 na
congrueˆncia exposta, temos que (ak · 1 + ak−1 · 1 + ak−2 · 1 + . . .+ a2 · 1 + a1 · 1 + a0) ≡
0 mod 3, ou seja, (ak + ak−1 + ak−2 + . . .+ a2 + a1 + a0) ≡ 0 mod 3. Assim, um nu´mero
e´ divis´ıvel por 3 se a soma dos seus algarismos e´ divis´ıvel por 3. o
Exemplo 3.4.2 Note que os nu´meros 2556 e 73476 sa˜o divis´ıveis por 3, pois a soma
dos algarismos de ambos os nu´meros resulta em nu´meros divis´ıveis por 3, sendo eles
respectivamente, 2 + 5 + 5 + 6 = 18 e 7 + 3 + 4 + 7 + 6 = 27. Entretanto, 7523 e 74285 na˜o
sa˜o divis´ıveis por 3, tendo em vista a soma dos algarismos de cada um deles resultar em
nu´meros na˜o divis´ıveis por 3 (7+5+2+3 = 17 e 7+4+2+8+5 = 26, respectivamente).
Divisibilidade por 5
(Linguagem utilizada nos livros dida´ticos)
Um nu´mero e´ divis´ıvel por 5 se o seu algarismo das unidades for 0 ou 5.
(Linguagem utilizando congrueˆncia)
Dado n ∈ N, se 5|n, enta˜o a0 ≡ 0 mod 5.
Demonstrac¸a˜o. Como n = ak ·10k+ak−1 ·10k−1+ak−2 ·10k−2+ . . .+a2 ·102+a1 ·10+a0,
fatorando as poteˆncias de 10 (2 · 5) do lado direito da igualdade temos que n = ak · 2k ·
5k + ak−1 · 2k−1 · 5k−1 + ak−2 · 2k−2 · 5k−2 + . . . + a2 · 22 · 52 + a1 · 2 · 5 + a0. Como, por
hipo´tese, 5|n, e todas as parcelas do lado direito da igualdade ja´ sa˜o divis´ıveis por 5,
exceto a0, enta˜o temos que a proposic¸a˜o se resume a 5|a0, ou seja, a0 ≡ 0 mod 5. Sendo
a0 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} (base decimal), assim, a0 satisfaz a condic¸a˜o acima se for 0
ou 5. o
Exemplo 3.4.3 Observe que os nu´meros 4570 e 89345 sa˜o divis´ıveis por 5, tendo em
vista os algarismos da unidade dos nu´meros ser 0 ou 5. Em contrapartida, temos que os
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nu´meros 9122 e 49288 na˜o sa˜o divis´ıveis por 5, tendo em vista os algarismos das unidades
de cada um deles na˜o ser mu´ltiplo de 5 (2 e 8, respectivamente).
Divisibilidade por 7
Definic¸a˜o 3.4.1 Um nu´mero e´ divis´ıvel por 7 se a soma de suas classes pares, subtra´ıda
da soma de suas classes ı´mpares, resultar em um nu´mero divis´ıvel por 7.
Observac¸a˜o 3.4.1 Este crite´rio geralmente na˜o vem descrito nos livros dida´ticos do 6o
ano do ensino fundamental, diante de sua complexidade em relac¸a˜o aos apresentados
anteriormente.
(Linguagem utilizando congrueˆncia)
Dado n ∈ N, se 7|n, enta˜o (. . .− a11a10a9 + a8a7a6 − a5a4a3 + a2a1a0) ≡ 0 mod 7.
Demonstrac¸a˜o. Como 1000 ≡ −1 mod 7, assim, (10)3 ≡ −1 mod 7. Ale´m disso, pela
proposic¸a˜o 3.2.3, 5, (103)
t ≡ (−1)t mod 7, t ∈ N ∪ {0}, logo, temos duas possibilidades:
103t ≡ 1 mod 7, para t par, e 103t ≡ −1 mod 7, para t ı´mpar. Sabendo que 7|n, por
hipo´tese, logo n ≡ 0 mod 7, temos que: n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + ak−2 · 10k−2 + . . . +
a2 · 102 + a1 · 10 + a0, separando n em t classes, temos que n = . . . − a11a10a9 · (103)3 +
a8a7a6 · (103)2 − a5a4a3 · (103)1 + a2a1a0 · (103)0.
Como n ≡ 0 mod 7, decorre que(
. . .− a11a10a9 · (103)3 + a8a7a6 · (103)2 − a5a4a3 · (103)1 + a2a1a0 · (103)0
)
≡ 0 mod 7,
assim, da ana´lise feita acima da paridade das classes (par: 1 mod 7 e ı´mpar:−1 mod 7),
teˆm-se que (. . .+ a11a10a9 · (−1) + a8a7a6 · 1 + a5a4a3 · (−1) + a2a1a0 · 1) ≡ 0 mod 7.
Portanto, (. . .− a11a10a9 + a8a7a6 − a5a4a3 + a2a1a0) ≡ 0 mod 7. o
Exemplo 3.4.4 Observe que os nu´meros 2961 e 28861 sa˜o divis´ıveis por 7, visto que
a diferenc¸a entre classe par (no primeiro caso, 961, e no segundo caso, 861) e a classe
ı´mpar (no primeiro caso, 2, e no segundo caso, 28) resulta em nu´meros divis´ıveis por 7,
sendo eles respectivamente, 961 − 2 = 959 e 861 − 28 = 833. No entanto, temos que os
nu´meros 13456 e 42352 na˜o sa˜o divis´ıveis por 7, tendo em vista os algarismos a diferenc¸a
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entre classes par e ı´mpares (no caso de 13456, 456 − 13 = 443, e no caso de 42352,
352− 42 = 310), resultando em nu´meros na˜o divis´ıveis por 7.
Divisibilidade por 9
(Linguagem utilizada nos livros dida´ticos)
Um nu´mero e´ divis´ıvel por 9 se a soma de seus algarismo resultar em um nu´mero
divis´ıvel por 9.
(Linguagem utilizando congrueˆncia)
Dado n ∈ N, se 9|n, enta˜o ak + ak−1 + ak−2 + . . .+ a2 + a1 + a0 ≡ 0 mod 9.
Demonstrac¸a˜o. Como 10 ≡ 1 mod 9, pela proposic¸a˜o 3.2.3, 5, temos que 10t ≡
1t mod 9, t ∈ N, ou seja, 10t ≡ 1 mod 9. Como, por hipo´tese, 9|n, temos que n ≡ 0 mod 9,
entretanto, n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + ak−2 · 10k−2 + . . .+ a2 · 102 + a1 · 10 + a0, assim,
temos que(
ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + ak−2 · 10k−2 + . . .+ a2 · 102 + a1 · 10 + a0
) ≡ 0 mod 9.
Sendo 10t ≡ 1 mod 9, e substituindo em cada parcela acompanhada do fator 10 na
congrueˆncia exposta, temos que
(ak · 1 + ak−1 · 1 + ak−2 · 1 + . . .+ a2 · 1 + a1 · 1 + a0) ≡ 0 mod 9, ou seja,
(ak + ak−1 + ak−2 + . . .+ a2 + a1 + a0) ≡ 0 mod 9.
Assim, um nu´mero e´ divis´ıvel por 9 se a soma dos seus algarismos e´ divis´ıvel por
9. o
Exemplo 3.4.5 Observe que os nu´meros 6327 e 57942 sa˜o divis´ıveis por 9, ja´ que a
soma dos algarismos de ambos os nu´meros resultam em nu´meros divis´ıveis por 9, sendo
eles respectivamente, 6 + 3 + 2 + 7 = 18 e 5 + 7 + 9 + 4 + 2 = 27. Em contrapartida,
temos que os nu´meros 7111 e 56278 na˜o sa˜o divis´ıveis por 9, pois 7 + 1 + 1 + 1 = 10 e
5 + 6 + 2 + 7 + 8 = 28, ambos os resultados na˜o divis´ıveis por 9.
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Divisibilidade por 11
Definic¸a˜o 3.4.2 Um nu´mero e´ divis´ıvel por 11 se a soma dos algarismos de ordens
ı´mpares, subtra´ıda da soma dos algarismos de ordens pares resultar em um nu´mero di-
vis´ıvel por 11.
Observac¸a˜o 3.4.2 Este crite´rio geralmente na˜o vem descrito nos livros dida´ticos do 6o
ano do ensino fundamental, diante de sua complexidade em relac¸a˜o aos apresentados
anteriormente.
(Linguagem utilizando congrueˆncia)
Dado n ∈ N, se 11|n, enta˜o(
ak · (−1)k + ak−1 · (−1)k−1 + . . .− a3 + a2 − a1 + a0
)
≡ 0 mod 11.
Demonstrac¸a˜o. Como 10 ≡ −1 mod 11, pela proposic¸a˜o 3.2.3, 5, temos que (10)t ≡
(−1)t mod 11, t ∈ N, logo, temos duas possibilidades: 10t ≡ 1 mod 11, para t par, e
10t ≡ −1 mod 11, para t ı´mpar.
Sabendo que 11|n, por hipo´tese, logo n ≡ 0 mod 11, sendo n = ak · 10k + ak−1 ·
10k−1 + ak−2 · 10k−2 + . . .+ a2 · 102 + a1 · 10 + a0, temos que
ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + ak−2 · 10k−2 + . . .+ a2 · 102 + a1 · 10 + a0 ≡ 0 mod 11.
Assim, da ana´lise feita acima da paridade das classes (par: 1 mod 11 e ı´mpar:
−1 mod 11 ), teˆm-se que(
ak · (−1)k + ak−1 · (−1)k−1 + . . .+ a3 · (−1) + a2 · 1 + a1 · (−1) + a0 · 1
)
≡ 0 mod 11.
Portanto,
(
ak · (−1)k + ak−1 · (−1)k−1 + . . .− a3 + a2 − a1 + a0
)
≡ 0 mod11 . o
Exemplo 3.4.6 Observe que os nu´meros 1331 e 62315 sa˜o divis´ıveis por 11, tendo em
vista que a diferenc¸a entre a soma dos algarismos de ordem ı´mpar e a soma dos algarismo
de ordem par de cada nu´mero resulta em nu´meros divis´ıveis por 11, pois (1 + 3)−(3 + 1) =
4 − 4 = 0|11 e (6 + 3 + 5) − (2 + 1) = 14 − 3 = 11, respectivamente. Em contrapartida,
temos que os nu´meros 2015 e 61997 na˜o sa˜o divis´ıveis por 11, visto que (0 + 5)−(2 + 1) =
5− 3 = 2 e (6 + 9 + 7)− (1 + 9) = 22− 10 = 12, ambos os resultados na˜o divis´ıveis por
11.
CAPI´TULO 4
Proposta de Sequeˆncia Dida´tica
O processo de ensino da matema´tica torna-se cada vez mais um desafio aos edu-
cadores da a´rea de uma forma geral, tendo em vista a complexidade na formac¸a˜o atual,
assim como pelos diversos gargalos existentes no sistema educacional atual do nosso pa´ıs
que corroboram para que a matema´tica seja vislumbrada como a disciplina para “poucos
aprenderem”, criando um estereo´tipo de “exclusa˜o” do conhecimento.
Sendo assim, e´ de extrema importaˆncia a participac¸a˜o dos estudiosos da a´rea da
Educac¸a˜o Matema´tica, juntamente com todo o arcabouc¸o teo´rico, no movimento para
tentar modificar o quadro de repu´dio e rotulac¸a˜o a` matema´tica pelos estudantes nos dias
atuais atrave´s da inserc¸a˜o de novas ferramentas que propiciem ao educador matema´tico
novas formas de abordagem dos conhecimentos intr´ınsecos a` disciplina, transformando
os mesmos, e tornando mais acess´ıvel aos estudantes, desenvolvendo assim, um processo
educativo amplamente integrador dos componentes da relac¸a˜o de aprendizagem.
Diante disso, neste cap´ıtulo elaboramos uma Proposta de Sequeˆncia Dida´tica so-
bre Congrueˆncias para aplicac¸a˜o na Educac¸a˜o Ba´sica, com o intuito de orientar docentes
interessados em novas abordagens do conhecimento matema´tico referente ao assunto.
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A seguir abordaremos alguns conceitos da Dida´tica da Matema´tica que norteiam
este cap´ıtulo e que formam a base teo´rica para o objeto de destaque nesta obra.
4.1 Alguns conceitos da Dida´tica da Matema´tica
A Dida´tica da Matema´tica tem atualmente um papel de destaque no contexto edu-
cacional, visto que dispo˜e de novas abordagens e novas teorias que podem suprir lacunas
existentes na disposic¸a˜o do processo de ensino e aprendizagem matema´tica em seu amplo
contexto, consequentemente melhorando a transmissa˜o do conhecimento e viabilizando
um conhecimento dinaˆmico e condizente com o que a matema´tica enfatiza, isto e´, com o
rigor lo´gico-matema´tico necessa´rio e com as suas aplicac¸o˜es pra´ticas.
Ale´m disso, a Dida´tica da Matema´tica e´ considerada uma tendeˆncia teo´rica ad-
vinda de uma a´rea de pesquisa educacional mais ampla, que e´ a Educac¸a˜o Matema´tica.
Conforme Pais (2002a), podemos definir o objeto de estudo da Dida´tica da Ma-
tema´tica como:
“a elaborac¸a˜o de conceitos e teorias que se-
jam compat´ıveis com a especificidade educa-
cional do saber escolar matema´tico, procu-
rando manter fortes v´ınculos com a formac¸a˜o
de conceitos matema´ticos, tanto em n´ıvel
experimental da pra´tica pedago´gica, como
no territo´rio teo´rico da pesquisa acadeˆmica.”
(Pais; p. 11)
Entre alguns conceitos importantes da Dida´tica da Matema´tica para uma trans-
formac¸a˜o eficaz do ensino da matema´tica destacamos: a transposic¸a˜o dida´tica, o contrato
dida´tico e a engenharia dida´tica.
Sendo assim, faremos um breve resumo sobre cada conceito a seguir, para um maior
aprofundamento sobre os temas indicamos a leitura de [2], [4] e [8].
CAPI´TULO 4. PROPOSTA DE SEQUEˆNCIA DIDA´TICA 51
4.1.1 Transposic¸a˜o Dida´tica
Entre as ferramentas de transformac¸a˜o da pra´tica educativa no processo evolutivo
que se encontra a Dida´tica da Matema´tica temos a transposic¸a˜o dida´tica, introduzida por
Yves Chevallard2.
Sendo o professor responsa´vel por conduzir o processo de ensino, faz-se necessa´rio
a escolha de me´todos e elementos pra´ticos que propiciem a melhor e mais adequada
forma da passagem do saber cient´ıfico matema´tico (surgido da pesquisa), ao saber a
ensinar (escolha epistemolo´gica dos conhecimentos a serem contemplados pelo aluno), e
finalmente ao saber ensinado (efetivamente praticado em sala de aula), nesta perspectiva
de adequac¸a˜o se encontra a noc¸a˜o de transposic¸a˜o dida´tica.
Conforme Chevallard (1991), a transposic¸a˜o dida´tica, em uma definic¸a˜o formal,
pode ser descrita como:
“Um conteu´do do conhecimento, tendo sido
designado como saber a ensinar, sofre enta˜o
um conjunto de transformac¸o˜es adaptativas
que va˜o torna´-lo apto a tomar lugar entre os
objetos de ensino. O trabalho que, de um
objeto de ensino, e´ chamado de transposic¸a˜o
dida´tica.” (p. 39)
A relac¸a˜o entre transposic¸a˜o e saber e´ intr´ınseco, tendo em vista a necessidade
um do outro para caracterizac¸a˜o de existeˆncia do processo educativo, conforme Pais em
[4], tem-se que:
2Yves Chevallard (1946-) e´ um matema´tico franceˆs, considerado uma das figuras mais importantes da
Dida´tica da Matema´tica.
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“Quando falamos da existeˆncia de trans-
posic¸a˜o, no sentido cognitivo do termo, po-
demos relacionar tambe´m a existeˆncia de um
saber associado. Assim como quando reco-
nhecemos a presenc¸a de um saber, e´ natu-
ral pensar na existeˆncia de movimentos de
transposic¸a˜o que permitiram a s´ıntese desse
saber.” (p. 12)
De uma forma geral, a transposic¸a˜o dida´tica propo˜e expressar de modo signifi-
cativo a acessibilidade do conhecimento matema´tico, em sua verdadeira forma, atrave´s
de um conjunto de escolhas que permitem uma aprendizagem significativa do estudante,
abarcando questo˜es da realidade em que o aluno esta´ inserido, contribuindo para melhores
resultados no processo educativo.
4.1.2 Contrato Dida´tico
Assim como a existeˆncia de cla´usulas em um contrato firmado entre as partes ce-
lebrantes, temos as regras e convenc¸o˜es no processo educativo que relaciona docente e
discente, sendo tais pactuamentos base da relac¸a˜o mais conhecida como contrato dida´tico.
Consoante entendimento de Brosseau3(1986) , “Chama-se contrato dida´tico o con-
junto de comportamentos do professor que sa˜o esperados pelos alunos e o conjunto de
comportamentos do aluno que sa˜o esperados pelo professor [...] Esse Contrato e´ o con-
junto de regras que determinam uma pequena parte explicitamente, mas sobretudo im-
plicitamente, do que cada parceiro da relac¸a˜o dida´tica devera´ gerir daquilo que, de uma
maneira ou de outra ele tera´ de prestar conta perante o outro.”
Nesta o´tica, temos que o contrato dida´tico tem uma ligac¸a˜o direta com a es-
trate´gia de ensino abordada, equilibrando a pra´tica educativa diante de diversos fatores,
como por exemplo, os objetivos do curso, a realidade escolar, condic¸o˜es de avaliac¸a˜o, etc.
Desse modo, a pra´tica de um ensino matema´tico tradicional, baseado na memorizac¸a˜o de
3Guy Brousseau (1933-) e´ um educador matema´tico franceˆs, um dos pioneiros da dida´tica da ma-
tema´tica, desenvolveu a Teoria das Situac¸o˜es Dida´ticas.
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fo´rmulas e postura mecanizada do aluno, que em geral e´ o mais presente no contexto esco-
lar, sugere uma diferenc¸a de gerenciamento por parte do professor do que a`quela pra´tica
seguindo as orientac¸o˜es contidas em sequeˆncias dida´ticas organizadas pelo professor, ba-
seada principalmente em situac¸o˜es-problemas relacionadas ao contexto do aluno.
Portanto, podemos perceber o contrato dida´tico como uma parceria estabelecida
entre as partes do processo de ensino visando a construc¸a˜o e aquisic¸a˜o do conhecimento
na relac¸a˜o dida´tica que se pactua.
4.1.3 Engenharia Dida´tica
A engenharia dida´tica se constitui como metodologia de pesquisa com o intuito de
analisar situc¸a˜o dida´ticas amparadas pela Dida´tica da Matema´tica. Tal termo tem sido
utilizado em pesquisas desde a de´cada de 80.
Conforme Miche`le Artigue (1988) a engenharia dida´tica pode ser caracterizada
“como um esquema experimental baseado sobre realizac¸o˜es dida´ticas em sala de aula, isto
e´, sobre a concepc¸a˜o, realizac¸a˜o, a observac¸a˜o e a ana´lise de sequeˆncias de ensino”.
Enquanto metodologia de pesquisa podemos ter dois n´ıveis de engenharia dida´tica,
o da microengenharia e o da macroengenharia, o primeiro tem objeto de estudo espec´ıfico,
ja´ o segundo tem por objeto a composic¸a˜o de pesquisas de microengenharia em sua com-
plexidade.
Diante do exposto, podemos entender a engenharia dida´tica, conforme entendi-
mento de Re´gine Douady (1993) como sendo “uma sequeˆncia de aula(s) concebida(s),
organizada(s) e articulada(s) no tempo, de forma coerente, por um professor-engenheiro
para realizar um projeto de aprendizagem para uma certa populac¸a˜o de alunos. No de-
curso das trocas entre professor e alunos, o projeto evolui sob as reac¸o˜es dos alunos e em
func¸a˜o das escolhas e deciso˜es do professor”.
Sendo assim, baseado nos conceitos acima abordados, e com o intuito de propor
algo que possa ser significativo para melhorar a acessibilidade dos discentes ao conteu´do
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relacionado a` Congrueˆncias, constru´ımos a Proposta de Sequeˆncia Dida´tica exposta a
seguir, baseada em oficinas realizadas com alunos do final do Ensino Me´dio e alunos
de Iniciac¸a˜o a` Doceˆncia. Ressaltamos que esta proposta na˜o tem o intuito de abarcar
todo o conteu´do ou ser uma receita pronta, tendo em vista a necessidade de uma ava-
liac¸a˜o diagno´stica anterior e cont´ınua do docente em relac¸a˜o a` turma que sera´ trabalhada,
sendo necessa´ria uma visa˜o cr´ıtica sobre todo o contexto educacional em que esta´ inse-
rido. Trata-se enta˜o de uma proposta orientadora aos docentes que pretendem dispor do
conhecimento sobre Congrueˆncias.
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4.2 Proposta de Sequeˆncia Dida´tica
Conteu´do abordado: Congrueˆncias.
Nı´vel sugerido para aplicac¸a˜o: 2o ou 3o ano do Ensino Me´dio, ou ainda em prepa-
rato´rio para olimp´ıadas de matema´tica.
Durac¸a˜o estimada: 5 a 6 aulas de 50 minutos.
Nosso objetivo e´ realizar uma transposic¸a˜o dida´tica, introduzindo o conceito de
congrueˆncia a` alunos do ensino me´dio. Para cumprir com este objetivo utilizaremos a
ideia de sequeˆncias dida´ticas, sem abdicar da formalizac¸a˜o matema´tica, formando de-
finic¸o˜es precisas e proposic¸o˜es.
Nesta Proposta de Sequeˆncia Dida´tica vamos abordar problemas de divisibilidade
com o objetivo de definir a partir de um nu´mero n ∈ N, n > 1, o conjunto dos inteiros
mo´dulo n, Zn. Na verdade veremos que cada elemento deste conjunto e´ tambe´m um
conjunto nume´rico com cardinalidade infinita.
Atrave´s de definic¸o˜es, proposic¸o˜es, teoremas, exerc´ıcios chaves e aplicac¸o˜es se
propo˜e um estudo progressivo e dinaˆmico do conteu´do tratado, elucidando ao estudante
diversos pontos que podem ajuda´-lo a resolver problemas dos mais variados tipos, inclu-
sive questo˜es relacionadas ao cotidiano, numa abordagem interdisciplinar.
Com o intuito de melhorar a compreensa˜o da proposta, assim como facilitar aos
docentes que desejem utilizar esta obra na aplicac¸a˜o em sua sala de aula, esta Sequeˆncia
Dida´tica esta´ dividida em partes, mais precisamente duas, A e B. Sendo que a Parte A
aborda os conceitos iniciais de divisibilidade, em um estudo progressivo, para a abor-
dagem de congrueˆncia e suas propriedades, contendo va´rios problemas sobre o assunto.
Enquanto a Parte B expo˜e a questa˜o da aritme´tica mo´dulo m, seus conceitos, proprie-
dades e exerc´ıcios.
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4.2.1 PARTE A
Problema 1 Um ano bissexto e´ um ano composto por 366 dias, um dia a mais do que
anos normais, que sa˜o compostos por 365 dias. No calenda´rio adotado pelo nosso pa´ıs,
esse dia extra e´ acrescentado no final do meˆs de fevereiro, que tem normalmente 28 dias,
mas que nesses anos passam a ter 29 dias. Ocorrendo a cada 4 (quatro) anos, esse dia
extra tem o intuito de manter o calenda´rio anual ajustado com a translac¸a˜o da Terra e
com os eventos sazonais relacionados a`s estac¸o˜es do ano. Sabendo que um ano e´ bissexto
se o nu´mero relativo ao ano for divis´ıvel por 4, por exemplo, 1984 e´ um ano bissexto, pois
4 divide 1984, ja´ que 1984÷ 4 = 496. Sendo assim, quantos anos bissextos existem entre
1986 e 2061, inclusive? Descreva-os.
Soluc¸a˜o. Utilizando o processo de divisibilidade por 4 em todos os anos entre 1986 e
2061, inclusive, temos que o primeiro ano bissexto no per´ıodo acima questionado e´ 1988,
pois 4 na˜o divide 1986 nem 1987, mas 4 divide 1988, ja´ que 1988 ÷ 4 = 497. Assim,
como anos bissextos ocorrem a cada 4 anos, temos que os anos bissextos no per´ıodo sa˜o:
1988, 1992, 1996, 2000, 2004, 2008, 2012, 2016, 2020, 2024, 2028, 2032, 2036, 2040, 2044, 2048,
2052, 2056 e 2060, num total de 19 anos bissextos.
Observac¸a˜o 4.2.1 Notemos que os discentes resolvera˜o a questa˜o de certa forma utili-
zando a noc¸a˜o de congrueˆncia mo´dulo 4, sendo assim, quando da inserc¸a˜o das definic¸o˜es
e propriedades sobre congrueˆncia deve ser ressaltado todos os problemas anteriores, que
envolvem todo o conceito relacionado a` congrueˆncia.
Situac¸a˜o-Problema 1 Verifique a veracidade as afirmac¸o˜es abaixo:
i) 7 dividido por 6 deixa resto 1.
ii) 72 dividido por 6 deixa resto 1.
iii) 73 dividido por 6 deixa resto 1.
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Sugesta˜o de indagac¸a˜o aos discentes.
Podemos verificar que as afirmac¸o˜es acima sa˜o todas verdadeiras!. Enta˜o seria
poss´ıvel afirmar que 7n dividido por 6 deixa resto 1?. Veremos adiante como o estudo
de Congrueˆncia no ensino ba´sico poderia auxiliar na soluc¸a˜o de problemas como este
envolvendo restos de divisa˜o de inteiros, assim como alguns problemas relacionados ao
conteu´do proposto.
Definic¸a˜o 4.2.1 O Algoritmo da divisa˜o euclidiana em Z Dados inteiros a e b, com
b 6= 0, existem u´nicos inteiros q e r, onde a = bq + r e 0 ≤ r < |b|.
No algoritmo da divisa˜o euclidiana q e´ chamado de quociente da divisa˜o e r de
resto da divisa˜o de a por b.
Exemplo 4.2.1 Se a = 17 e b = 7, dividindo 17 por 7, encontramos q = 2 e r = 3.
Exemplo 4.2.2 Se a = 143 e b = 13, dividindo 143 por 13, encontramos q = 11 e r = 0.
Exerc´ıcio 1 Encontre o quociente e o resto da divisa˜o de
a) 47 por 5
b) 234 por 17
Soluc¸a˜o. Efetuando a divisa˜o encontramos
a) q = 9 e r = 2
b) q = 13 e r = 13
Problema 2 Alex, Bianca, Ciro e Daniela, sentados em forma de um c´ırculo, decidi-
ram brincar de “perguntas e respostas”. Esta brincadeira consiste que a pessoa que vai
perguntar deve apontar a abertura de uma garrafa para si e girar a mesma de forma que
quando a mesma parar de girar a abertura da garrafa esteja apontando (ou apontando
mais pro´ximo) para a pessoa que deve ser dirigida a pergunta (se parar na pessoa que gi-
rou a garrafa, ela deve repetir o processo). Conforme a regras da brincadeira, Alex girou
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a garrafa no sentido hora´rio, e logo na sequeˆncia a mesma passou por Daniela, Bianca
e Ciro. Sabendo que a abertura da garrafa passou por 114 pessoas depois de deixar de
apontar para Alex ate´ parar, enta˜o quem deve fazer a pergunta e quem deve responder a
mesma.
Soluc¸a˜o. Considerando as pessoas pela letra inicial do nome, temos que depois de deixar
de apontar para A a garrafa fez o seguinte percurso: DBCA, repetindo o processo. Como
passou por 114 pessoas basta dividir 114 por 4, gerando q = 28 e r = 2, ou seja, a garrafa
deu 28 voltas completas e depois passou por D parando em B. Sendo assim, Alex deve
fazer a pergunta e Bianca deve responder a mesma.
Definic¸a˜o 4.2.2 Se a e b sa˜o inteiros e b 6= 0, dizemos que a divide b se existir um
inteiro c tal que b = ac, e escrevemos a|b.
Observac¸a˜o 4.2.2 Se a na˜o divide b, denotamos esse fato por a 6 | b.
Exemplo 4.2.3 2|28 (28 = 2× 14), 7|42 (42 = 7× 6), mas 3 6 | 43.
Exerc´ıcio 2 Julgue os itens abaixo em verdadeiro ou falso
a) 6|182
b) 11|374
c) 17 - 1226
Soluc¸a˜o. Somente o item a) e´ falso.
Neste momento, ate´ mesmo pela maturidade matema´tica que se espera de um
estudante das se´ries finais do ensino me´dio, e´ de enorme importaˆncia a abordagem da
demonstrac¸a˜o matema´tica em sala de aula, em que pese o acompanhamento do professor
na construc¸a˜o de toda a demonstrac¸a˜o com a sequeˆncia lo´gica da demonstrac¸a˜o, o docente
deve deixar o espac¸o para opinia˜o dos alunos e instigar atrave´s de comenta´rios pertinentes
determinadas situac¸o˜es que propiciem ao estudante o entendimento da demonstrac¸a˜o e
a forc¸a que tem uma demonstrac¸a˜o, visto que depois de provada se torna uma verdade
irrefuta´vel.
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Tente demonstrar os fatos abaixo:
a) a|a, para qualquer a ∈ Z, a 6= 0 ;
b) a|b enta˜o ac|bc, para a, b, c ∈ Z, e a, b e c na˜o nulos.
c) Se ab|ac enta˜o b|c, para a, b, c ∈ Z, e a, b e c na˜o nulos.
d) Se a|b e b|c enta˜o a|c.
Demonstrac¸a˜o. Passemos a construc¸a˜o das demonstrac¸o˜es:
a) Para todo a ∈ Z existe 1 ∈ Z, tal que a = a · 1, ou seja, a|a.
b) Se a|b, por hipo´tese, b = ak, logo bc = (ak) c = akc = k (ac), ou seja, ac|bc
c) Se ab|ac, por hipo´tese, ac = abk, como a na˜o nulo, podemos dividir ambos os membros
por a, da´ı c = bk, ou seja, b|c.
d) Se a|b e b|c, temos que b = al e c = bk, assim, substituindo a segunda na primeira,
temos: c = (al)k = a(lk), ou seja, a|c. o
Exerc´ıcio 3 Prove que se a|b enta˜o a|mb, para quaisquer m ∈ Z.
Demonstrac¸a˜o. Se a|b, por hipo´tese, logo ∃c ∈ Z tal que b = ac, assim:
mb = m (ac) = mac = a (mc), ou seja, a|mb. o
A partir do exerc´ıcio anterior, e´ verdade que:
Exerc´ıcio 4 Se a|b e a|c, enta˜o a|lc+mb, para quaisquer l,m ∈ Z. (Prove isto).
Demonstrac¸a˜o. Pelo exerc´ıcio anterior temos que se a|b enta˜o a|mb, assim, se a|c enta˜o
a|lc, ou seja existem y, t ∈ Z tais que ay = mb e at = lc, da´ı
lc+mb = at+ ay = a (t+ y), ou seja, a|lc+mb. o
Exerc´ıcio 5 Prove que a lista a, a + 1, a + 2 tem um e somente um mu´ltiplo de 3 para
qualquer inteiro positivo a.
O inteiro positivo a tem apenas treˆs possibilidades na divisa˜o por 3, sa˜o elas: na˜o
deixa resto, caso seja mu´ltiplo de 3; deixa resto 1; e por u´ltimo deixa resto 2.
Suponha sem perda de generalidade que a deixa resto 1, assim, a + 1 deixa resto
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2 e a+ 2 na˜o deixa resto, ou seja, e´ mu´ltiplo de 3, assim, existe um u´nico inteiro positivo
na lista a, a+ 1, a+ 2 que e´ mu´ltiplo de 3. o
Como voceˆ ja´ deve ter notado, dado um nu´mero inteiro positivo n > 1, os restos
poss´ıveis na divisa˜o por n de um nu´mero a sa˜o 0, 1, 2, . . . n − 1. A partir desta ide´ia
dividiremos o conjunto dos nu´meros inteiros em n classes: cada classe representa um resto
na divisa˜o por n. Faremos isto utilizando o que chamaremos de relac¸a˜o de congrueˆncia
mo´dulo n.
Definic¸a˜o 4.2.3 Dado m inteiro m > 1, a e b inteiros dizemos que a e´ congruente a b e
escrevemos a ≡ b mod m, se m|a− b.
Observac¸a˜o 4.2.3 se m - a− b, enta˜o escrevemos que a 6≡ b mod m.
Exemplo 4.2.4 17 ≡ 3 mod 7, 29 ≡ 5 mod 12, −15 ≡ −3 mod 6 e 10 ≡ 10 mod 9.
Pois, 7| (17− 3) = 14, 12| (29− 5) = 24, 6| (−15 + 3) = −12 e 9| (10− 10) = 0.
Sugesta˜o. Remeter o estudante aos Problemas 1 e 2 expostos anteriormente, que
apesar de aparentemente na˜o parecer envolver o conceito de congrueˆncia, nada mais e´ do
que congrueˆncia mo´dulo 4. Sendo, portanto, outro caminho de resoluc¸a˜o do problema que
deve ser constru´ıdo em sala juntamente com os estudantes.
A relac¸a˜o de congrueˆncia apresenta certas propriedades como
1) a ≡ a mod m, para qualquer a ∈ Z.
2) Se a ≡ b mod m, enta˜o b ≡ a mod m, para quaisquer a, b ∈ Z;
3) Se a ≡ b mod m e b ≡ c mod m, enta˜o a ≡ c mod m, para quaisquer a, b, c ∈ Z;
4) Se a ≡ b mod m e c > 0, enta˜o ac ≡ bc mod m;
Prove estas propriedades.
Demonstrac¸a˜o.
1) m|0⇒ m| (a− a)⇒ a ≡ a mod m (Reflexividade) ;
2) a ≡ b mod m⇒ m| (a− b)⇒ m| − (a− b)⇒ m| (b− a)⇒ b ≡ a mod m (Simetria);
3) a ≡ b mod m e b ≡ c mod m ⇒ m| (a− b) e m| (b− c) ⇒ m| [(a− b) + (b− c)] ⇒
m|a− c⇒ a ≡ c mod m (Transitividade).
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4) Observando a identidade: ac − bc = (a− b) (ac−1 + ac−2b+ . . .+ abc−2 + bc−1), e sa-
bendo que como a ≡ b mod m,m| (a− b), temos que m|ac− bc, portanto, ac ≡ bc mod m.
o
Sugesta˜o. Remeter esta u´ltima propriedade a` Situac¸a˜o-Problema 1 desta Parte
A, solucionando o problema em conjunto com os discentes.
Exerc´ıcio 6 Julgue os itens abaixo em verdadeiro ou falso.
a) 25 6≡ 2 mod 12
b) 314 ≡ 34 mod 51
c) 2131 6≡ 3 mod 121
Soluc¸a˜o. Somente o item b) e´ falso.
Exerc´ıcio 7 Mostre que 206 ≡ 9 mod 11.
Demonstrac¸a˜o. Note que 202 ≡ 4 mod 11, pois 400 ≡ 4 mod 11, elevando ao cubo,
temos que (202)
3 ≡ 43 mod 11, assim, 206 ≡ 64 mod 11, como 64 ≡ 9 mod 11, resulta que
206 ≡ 9 mod 11. o
Exerc´ıcio 8 Encontre a tal que 18 ≡ a mod 3.
Soluc¸a˜o. Utilizando a definic¸a˜o de congrueˆncia, temos que 3|18−a, ou seja, existe k ∈ Z,
tal que 18 − a = 3k, assim, a = 18 − 3k = 3 (6− k), portanto, existe m ∈ Z, tal que
a = 3m.
Sugesto˜es de indagac¸o˜es aos discentes.
Existe apenas um u´nico a ∈ Z que satisfaz a 18 ≡ a mod 3 ? A sua resposta e´
va´lida para todo b ∈ Z e n ∈ N, tal que b ≡ a mod n?
CAPI´TULO 4. PROPOSTA DE SEQUEˆNCIA DIDA´TICA 62
4.2.2 PARTE B
Conforme questionamento surgido no u´ltimo exerc´ıcio da Parte A, suscite a se-
guinte pergunta aos seus alunos, alterando apenas um pouco a anterior.
Exerc´ıcio 9 Encontre b tal que b ≡ 14mod5.
Soluc¸a˜o. Por definic¸a˜o, 5|b − 14, ou seja, existe k ∈ Z, tal que b − 14 = 5k, assim
b = 5k + 14, k ∈ Z.
Voceˆ aqui ja´ deve ter notado que ha´ infinitos valores de a que satisfazem a e b
referentes a`s duas perguntas anteriores.
Note que dados n ∈ N, e a ∈ Z, o conjunto dos b′s que satisfazem a equac¸a˜o de
congrueˆncia b ≡ a mod n sa˜o todos os inteiros que deixam resto igual a a na divisa˜o por
n.
Deste modo podemos definir:
Definic¸a˜o 4.2.4 O conjunto de todos os nu´meros inteiros que sa˜o congruentes a a mo´dulo
n, denotado por a¯, e´ chamado de classe de equivaleˆncia de a¯, mo´dulo n. Simbolicamente
a¯ = {b ∈ Z|b ≡ a mod n}.
Exemplo 4.2.5 Para encontrar as classes 0¯ e 1¯ mo´dulo 4, temos que
• 0¯ = {a : a ≡ 0 mod 4} = {a : 4| (a− 0)} = {a : a = 4n, n ∈ Z} =
{4n : n ∈ Z} = {. . . ,−8,−4, 0, 4, 8, . . .}.
• 1¯ = {a : a ≡ 1 mod 4} = {a : 4| (a− 1)} = {a : a = 4n+ 1, n ∈ Z} =
{4n+ 1 : n ∈ Z} = {. . . ,−7,−3, 1, 5, 9, . . .}.
Exerc´ıcio 10 Encontre a classe 1¯ mo´dulo 2.
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Soluc¸a˜o. * 1¯ = {a : a ≡ 1 mod 2} = {a : 2| (a− 1)} = {a : a = 2n+ 1, n ∈ Z} =
{2n+ 1 : n ∈ Z} = {±1,±3,±5, . . .}.
Aqui as propriedades que voceˆ provou anteriormente:
1) a ≡ a mod n, para qualquer a ∈ Z.
2) Se a ≡ b mod n, enta˜o b ≡ a mod n, para quaisquer a, b ∈ Z;
3) Se a ≡ b mod n e b ≡ c mod n, enta˜o a ≡ c mod n, para quaisquer a, b, c ∈ Z;
Tais propriedades sera˜o de muita ajuda para determinar as classes de equivaleˆncia.
Nosso objetivo aqui e´ justificar que dado n ∈ N, n > 1, o conjunto de todas as
classes de equivaleˆncia mo´dulo n, {a¯|a ∈ Z} divide o conjunto dos nu´meros inteiros em
n partes, onde cada parte tem intersec¸a˜o vazia com outra distinta, ou seja duas partes
distintas na˜o tem nada em comum. Para falarmos disto vamos introduzir o conceito de
partic¸a˜o de um conjunto.
Rigorosamente uma partic¸a˜o P de A e´ um conjunto de subconjuntos na˜o vazios e
disjuntos de A, tais que
⋃
B∈P
B = A. Dizemos que dois conjuntos C e D sa˜o disjuntos se
C ∩D = ∅.
Definic¸a˜o 4.2.5 Uma partic¸a˜o P de A e´ um conjunto tal que:
P1) Dois conjuntos distintos em P na˜o tem elementos em comum;
P2) Cada elemento de A esta´ em algum elemento de P .
Exerc´ıcio 11 Encontre todas as partic¸a˜o do conjunto A = {a, b, c}
Soluc¸a˜o. As partic¸o˜es de A sa˜o {a}, {b}, {c}.
Exerc´ıcio 12 Encontre 0¯, e 1¯ mo´dulo 2.
Soluc¸a˜o. Conforme enunciado, temos
* 0¯ = {a : a ≡ 0 mod 2} = {a : 2| (a− 0)} = {a : a = 2n, n ∈ Z} =
{2n : n ∈ Z} = {0,±2,±4,±6, . . .}.
* 1¯ = {a : a ≡ 1 mod 2} = {a : 2| (a− 1)} = {a : a = 2n+ 1, n ∈ Z} =
{2n+ 1 : n ∈ Z} = {±1,±3,±5, . . .}.
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Exerc´ıcio 13 Encontre todas as classes de equivaleˆncia mo´dulo 3.
Soluc¸a˜o. As classes de equivaleˆncia mo´dulo 3 sa˜o 0¯, 1¯ e 2¯, pois 3¯ = 0¯, e assim sucessiva-
mente, da´ı
* 0¯ = {a : a ≡ 0 mod 3} = {a : 3| (a− 0)} = {a : a = 3n, n ∈ Z} =
{3n : n ∈ Z} = {0,±3,±6,±9, . . .}.
* 1¯ = {a : a ≡ 1 mod 3} = {a : 3| (a− 1)} = {a : a = 3n+ 1, n ∈ Z} =
{3n+ 1 : n ∈ Z} = {. . . ,−5,−2, 1, 4, 7, . . .}.
* 2¯ = {a : a ≡ 2 mod 3} = {a : 3| (a− 2)} = {a : a = 3n+ 2, n ∈ Z} =
{3n+ 2 : n ∈ Z} = {. . . ,−4,−1, 2, 5, 8, . . .}.
Sugesta˜o aos discentes. No exerc´ıcio anterior, voceˆ notou que, por exemplo 1¯ = −2?
Se definirmos o conjunto de todas as classes de equivaleˆncia como a seguir, teremos
uma partic¸a˜o do conjunto A via a relac¸a˜o de congrueˆncia mo´dulo n.
Definic¸a˜o 4.2.6 Dado um conjunto A e uma relac¸a˜o de congrueˆncia mo´dulo n, o con-
junto de todas as classes de congrueˆncia mo´dulo n , denotada por
Z
≡ mod n e´ o conjunto
Z
≡ mod n = {a¯|a ∈ Z}.
Exemplo 4.2.6
Z
≡ mod 2 = {a¯|a ∈ Z} = {0¯, 1¯}.
Exerc´ıcio 14 Encontre
Z
≡ mod 5
Soluc¸a˜o.
Z
≡ mod 5 = {a¯|a ∈ Z} = {0¯, 1¯, 2¯, 3¯, 4¯}.
Sugesto˜es aos discentes. Como voceˆ deve ter notado a¯ mo´dulo n e´ um conjunto
infinito.
Problema 3 O Cometa Halley e´ um cometa brilhante de per´ıodo intermedia´rio que re-
torna a`s regio˜es interiores do Sistema Solar a cada per´ıodo que varia entre 75 a 76 anos,
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aproximadamente. Foi o primeiro cometa a ser reconhecido como perio´dico, descoberta
feita por Edmond Halley em 1696. Em sua u´ltima passagem na o´rbita terrestre, o Co-
meta Halley poˆde ser observado a olho nu, em 09/02/1986, um domingo. Sabendo que
a pro´xima passagem do Cometa Halley sera´ daqui a 75 anos e 169 dias a partir de
09/02/1986, descubra a data e o dia da semana em que ocorrera´ a pro´xima passagem
do Cometa Halley na o´rbita do nosso planeta.
Soluc¸a˜o. Podemos, para melhor compreensa˜o, dividir o problema em dois questiona-
mentos:
1) Qual a data da nova passagem?
Como a pro´xima passagem do Cometa Halley sera´ daqui a 75 anos e 169 dias a
partir de 09/02/1986, temos que em 09/02/2061 completara´ 75 anos da u´ltima passagem,
assim, para sabermos a data do evento, basta adicionarmos 169 dias a data de 09/02/2061.
Como 2061 na˜o e´ um ano bissexto, logo o meˆs de fevereiro deste ano tem 28 dias, assim,
temos 19 dias a ser contados em fevereiro, 31 dias em marc¸o, 30 dias em abril, 31 dias
em maio, 30 dias em junho, completando ate´ o momento 141 dias a mais que 09/02/2061,
faltando 28 dias para completar os 169 dias necessa´rios, portanto, a data da pro´xima
passagem e´ 28/07/2061.
2) Qual e´ o dia da semana da nova passagem?
Como temos 7 dias na semana, sendo eles: domingo, segunda-feira, terc¸a-feira,
quarta-feira, quinta-feira, sexta-feira e sa´bado, o problema se resume a um problema de
congrueˆncia mo´dulo 7. Assim, como domingo foi o dia da semana da u´ltima passagem,
escolhemos o mesmo como o dia base, assim, sendo x o total de dias percorridos da u´ltima
passagem ate´ a pro´xima passagem, temos que
Domingo 7−→ x ≡ 0 mod 7
Segunda-feira 7−→ x ≡ 1 mod 7
Terc¸a-feira 7−→ x ≡ 2 mod 7
Quarta-feira 7−→ x ≡ 3 mod 7
Quinta-feira 7−→ x ≡ 4 mod 7
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Sexta-feira 7−→ x ≡ 5 mod 7
Sa´bado 7−→ x ≡ 6 mod 7
Sendo assim, como temos 75 anos e 169 dias no intervalo entre as duas passagens,
temos que descobrir o nu´mero de anos bissextos no per´ıodo que vai de 1986 a` 2061.
Conforme resoluc¸a˜o do Problema 1, existem 19 anos bissextos, assim:
75 · 365 + 169 + 19 = 27563 dias.
Como 27563 dividido por 7 deixa resto 4, temos que 27563 ≡ 4 mod 7, ou seja, a
pro´xima passagem se dara´ no dia 28/07/2061, quinta-feira.
Uma Sugesta˜o de Problema.
No que diz respeito ao conteu´do relacionado a` Nu´meros complexos, abordado ge-
ralmente no 3o ano do Ensino Me´dio, temos a noc¸a˜o do nu´mero i denotado por i =
√−1.
Assim, temos que
i =
√−1; i2 = −1; i3 = −√−1 = −i; i4 = 1; i5 = i4 · i = 1 · i = i = √−1; i6 = i32 = −1; . . .
Diante do exposto, calcule as seguintes poteˆncias de i
1) i85
2) i1000
3) i163
Soluc¸a˜o. Utilizando os conceitos aprendidos sobre congrueˆncia, podemos associar um
dado expoente n, n ∈ N na seguinte congrueˆncia mo´dulo 4
√−1 7−→ n ≡ 1 mod 4
−1 7−→ n ≡ 2 mod 4
−i 7−→ n ≡ 3 mod 4
1 7−→ n ≡ 0 mod 4
Desse modo, temos
1) i85. Como n = 85, temos que 85 ≡ 1 mod 4, logo i85 = √−1.
2) i1000. Como n = 1000, temos que 1000 ≡ 0 mod 4, enta˜o i1000 = 1.
3) i163. Como n = 163, temos que 163 ≡ 3 mod 4, portanto, i163 = −i.
CAPI´TULO 5
Considerac¸o˜es Finais
Diante do contexto em que se encontra o ensino da matema´tica, sendo um pa-
radigma perante a realidade educativa que clama melhores resultados no processo de
aprendizagem matema´tica, faz-se necessa´ria uma reflexa˜o sobre o processo em si e a uti-
lizac¸a˜o de novas abordagens que visem contemplar os anseios de uma pra´tica educacional
matema´tica significantemente produtiva.
Conforme este entendimento, este trabalho propo˜e a transposic¸a˜o dida´tica do Es-
tudo de Congrueˆncias, geralmente visto em cursos de n´ıvel superior, para a introduc¸a˜o
na educac¸a˜o ba´sica, em turmas de Ensino Me´dio, trazendo mecanismos que facilitam a
resoluc¸o˜es de problemas relacionados a` realidade. Apesar disso, saliento que esta obra
tem o propo´sito de orientar professores de matema´tica, ale´m de outros interessados na
tema´tica, na˜o sendo apenas um produto pronto e acabado, ate´ mesmo pelas diferentes
realidades no contexto educativo e social vivido nos diversos lugares do nosso pa´ıs.
Por fim, espero ter contribu´ıdo para a inserc¸a˜o de novas pra´ticas matema´ticas rela-
cionadas ao Ensino de Congrueˆncias, que possibilitem uma melhor maneira de conduc¸a˜o
da aprendizagem matema´tica no processo educativo.
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